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LERDE, 涉及 的 面 很 广 , 可 说 概括 了 1920 一 1940 年 左右 代数 学 
的 汗 要 成 就 , 也 和 包括 了 1340 年 以 后 代数 学 的 新 进 邦 , 古代 数学 的 轻 典 营 作 
之 一 本 书 是 第 一 沧 , 分 十 章 :前 三 章 贷 最 小 的 舌 幅 包括 了 为 所 有 其 余 各 章 
必 准 备 的 知识 ;有 即 有 关 (1) 集 合 ,(2) 导 ,3) 环 ,理想 种 域 的 最 基本 的 酸 食 ;其 
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中 译本 序言 


代数 党 是 数学 的 一 个 秆 要 的 基础 的 分 支 , 历 史 仿 办 ， 我 国 点 
RARE Am, TOCARA, 一 下 用 乍 来 ， 充 其 是 本 世纪 以 
求 : 蝴 着 数学 的 发 虑 以 其 话 用 的 需 刘 .代数 学 的 研究 对 浊 以 及 研 究 
Lët Tore E Sp p e Déi es ek o Joh, A 
re TTC but e H II T AARTE GC SC 
TC är GERREI R Tir DM 0 ln dd ARAR E ir E f, 
"GJ lut eer, op Ek ts bt e St DC rh D AS GIL 
GE ZE. TLër Iw. Sie ARER AE pirhi, h 
TAA aE e D PCIE Eer EU LC OUT SS E, Dr Se 
Ria BI, (ULI EAV Cer E SEH A 
PI. EPELA Re DAE Eat Angst rt lol oer A3. 
zh, p EE EE E EE EL 代数 数论 it 
数 几 何 , 丘 打 代 数 、Lie 一 和 Lie 代数 ,代数 拓扑 , 泛 男 分 析 等 。 这 
样 ,近世 代数 学 贺 对 于 全 部 百代 数学 的 发 展 有 普 吕 著 的 影响 , 工 旦 
TEL pl RIE Aur an OR. SL SL OR A E 
IS Dr PO. 

DD E, CIR OT leng 19 EEZ RER, Galois 
TARREI TAAR RED EE M CL AR E dea e US tir 
了 研究 和 并 得 加 彻底 的 解答 ， 他 可 以 褒 是 近世 代 教 学 的 创始 者 ， 从 
APR B, URA h T E AE ARE, Ah 19 men Aert, 
开始 , ARRERA Dt E Sne, EL 上 ,在 分 析 上 以 


es Di e 


REEDE, A ASEAK, RARR EA 
KAES o MEE A ARE Ir, ATRA aAA. 
AMATERE E tE EE Ets RE S T ARTA T E HE a 
EE deene E e. 
对 这 一 此 篇 一 的 地 作 ， 近 代 德 国 代数 学 派 起 了 主要 的 作用 ， 由 
Dedekind 及 Hilbert T REACT ALEI IS, Steinitz 于 191] 年 
pc TI RECIFE ARA, HESE 1920 dp e 
起 以 Noether 和 Artin 及 媳 和 他 的 学 生 们 为 中 心 , Zeil äé et bo HS 
EARRA AE, 

Van der Waerden 根据 Noether 和 Artin pahi 5 i Eie 
代数 学 ”CModerne A'gebra), Së ZEIL EA SLET, 
书 分 .上 下 两 再 ,第 一 版 二 1930—1931 ESM. ARR, AE 
书 对 于 近世 代数 学 的 传播 和 发 展 起 了 巨大 的 推动 作用 ， 玫 1959 一 - 
1960 iz, 芋 下 两 身 已 区 别 出 和 到 第 五 用 和 第 四 版 。 时 圣 仿 日， 这 本 
书 仍 然 是 在 近世 代数 学 广西 进行 党 习 和 和 开 民 村 学 研 窑 的 一 部 好 

妆 詹 ,近世 代数 学 是 不 断 向 前 发 民 的 。 本 肚 纪 二 十 征 代 当时 
摧 谓 近世 代数 学 的 一 些 基 村 内 容 蕊 经 移 汤 成 为 每 个 近代 数学 工 
作者 必 备 的 理 戎 知 诚 ， 所 以 本 书 由 弄 下 年 代 币 四 版 起 就 去 掉 “ 近 
世 两 字 而 改名 为 代数 学 ”向 时 做 了 较 天 的 增补 和 收 写 ， 但 仍 保 
RE RKR RAMA, T Jacobson 的 “hite gre 
义 和 Bourbaki RAE E, Di Wes A T A R A Gs dt 
F, 

km DN e AMA TR A tt SA, MAET 
IEN "GE 1925—1939 {E EN ug ZS 
Ate CIR nl, le LD ue aa 1. dp ais 
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KAARE, 1961 年 9 月 国内 代数 学 工作 者 十 北 丙 随和 同 
BEITR A SA Lake 2. 
Zi, Or. 本 右 孙 . 伙 作成 ,都 箱 新 晓 同 志和 集体 台 作 雪山 第 一 、 
SE, 信 后 当 能 对 代数 学 的 教学 及 科学 研究 起 尽 信 的 推动 作 川 ， 
更 希望 国内 代数 学 工作 者 在 教 尝 和 科 堂 三 究 实 践 中 有 号 著 的 书籍 
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TESEH, RERU HEES T AE. 有 虐 值 前 在 数论 与 
(TALT p H mR SJ EARE, iz REI ep em 
W stan DS TI, 

IRIRRT O AN Zok, BRIE AERA S RTIA BER 
HAARR RAII be, a a L. XAP Steinitz HbR DA 
基 一 艇 的 形 蕊 写 了 出 来 . 

FZHR Zariski 的 区 见 , 和 多项式 刁 念 的 直入 变 得 容易 理解 了 ., 范 
效 与 迹 的 理 萌 也 有 政 进 之 皮 要 ， 这 是 Peremans SETZE A Kr SN 
指出 的 . 
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Lauren (Norilhħoland}, 1950 ©7 E 
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MLE Dir Al E Mt E ee Brandt 在 德国 
数学 会 的 协会 年 报 5 ep le CC ART Tu Foos. HM 
PARER AR E de EE GE 
GT :我 将 感到 很 高 兴 ， 象 这 样 一 妾 过去、 Sei 
HRB, BA ARRES AEA Tim (net eg, LOFE E Sint 
HRUE, E {ERER IE AERAN, PEAR ER EIER” 

根据 这 个 靖 居 ,我 把 书 名 收成 了 代数 学 ” 
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本 书 的 目的 AR, JERR R AELA ETC 
MURHIEN T PIEK AFERA M REAR AM 
RER HEET 5 lr, ATES 
的 联系 ,并 导致 了 一 柔 列 深远 的 精 果 ， 本 书 的 主要 目的 就 是 要 将 
蔽 考 引入 整个 这 一 概念 世界 . 

以 这 样 一 些 一 - 般 的 淘 念 和 方法 作为 前 导 ， 古 典 代数 学 中 的 个 
别 和 苦果 也 将 要 在 近世 代数 的 范围 之 内 获得 活 当 的 地 位 . 

材料 的 分 配 . 对 该 者 的 指示 为 了 充分 明晰 地 展示 菊 洛 着 抽 
象 代数 的 诈 多 普 双 驶 点 ， 有 必要 在 开头 将 蔡 葵 和 初等 代数 中 的 基 
本 知识 重新 作 一 叙 壕 . 

TER Ta. MIER ere 
轴 色 的 表 壕 ,现在 已 有 可 能 将 这 些 导 引 笑 的 部 分 紧 疼 地 (但 是 完整 
HE HR”, ` 

Sr TEEN, St TERRE EAA 


E EK E 
Speiser, A.t Die Theorie der Gruppen von tndlichee Ordnung, 2. Auil. 


Berlin, Springer, 1927. 

mat: 

Hasse, H.: Höhere Algebra 1, (US Aufgabensammlung zur Höheren Alge- 
bra, Sammlung Göschen, 1926/27. 

Danpt, Ó.: Einführung in die Algebra I, IL, Leipzig, 1929., 

古典 代数 方面 : 

Perron, Oz Algebra I, II, 1927. 

条 性 代数 方面 * 

Dickson, L. E.: Modern algebraic Theories, Chicago, 1926. 


分 都 能 独立 得 请 懂 。 只 希望 了 和 解 一 般 理 往 询 或 起 复数 理 裔 的 训 
者 ,就 没有 必要 去 读 Galois MiA, EZR; 想 要 礁 考 消去 法 或 线 
性 代数 的 让 者, 就 可 以 不 必 玲 许多 复 染 的 理想 论 的 构 仿 所 吓 倒 ， 

材料 的 分 配 是 这 样 米 安排 的 : 最 官 二 章 以 最 十 的 咎 幅 包 括 了 
为 所 有 其 余 各 章 作 淮 备 的 知 吝 , 和 有 关 1. 集合; 2. 8; 3. 环 ,理想 
和 域 的 最 基本 的 现 念 。 第 一 竺 中 其 余 各 章 主 要 人 失事 于 主 壕 交换 域 
HOR, HEENA Steinitz 在 Crelles Journal, 137 (1910) REKI 
WERD, EAER Np EAE THR 
rhaize TEE er pop, AAN ER ENTA 
RRRA. 

Abel RAA RAR IEA Kunst, AAR 
EIFE H Hmm AGERE SERRAR, 其 次 ,由 
TARER E E EE mh, H 
上 且 只 用 到 很 少儿 欢 . 

为 了 对 本 书 内 容 作 葛 进一步 的 了 解 ,可 以 查看 目录 , 特 电 是 前 
面 遍 阶 的 孝 个 稼 茧 图 从 这 个 图 中 可 以 和 请 极地 看 和 到， 每 一 章 要 利 
MARE SPEE. 

分 插 在 全 书 中 的 许多 习题 是 这 样 选择 的 ， 就 是 了 楼 使 读者 人 能够 
通过 它们 来 检 通 自己 是 否 怕 得 正 交 的 内 容 ， 宦 们 之 中 也 包括 了 一 
芷 在 后 面 有 时 要 用 至 的 例子 和 补充 ， 解 这 些 习 题 不 需要 特 囊 的 技 
TF, RAAS fE E AIF T IER. 

BS GAS h ILHA R E AE, E: 

E. Arin DiTë Stret nt 1926 HÆ), 

E. Arim W. Blaschke, O. Schreier 和 作者 所 主持 的 理想 论 
RRE, 1926/27 EN 

E. Noether X T Ain EU Si Zi E AIR A ER, 1924/ 
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25 Se, 1926/27 ZÆ. 
E p EE EBE, ARAA A 
Ee ERRE, BEA TR U RE 0 Son OC, 


1) E. Noether WR rang E Math. Zeitsehrifi, 30 (1929), 541 一 
592, 


第 一 章 数 与 集合 


因为 在 这 本 书 里 要 用 到 某 些 琐 堤 的 和 一 般 数 学 的 概念 ， 对 于 
这 些 概念 初学 数学 的 人 很 可 能 还 不 训 悉 、， 所 以 在 前 面 我 们 用 较 短 
的 一 章 来 介 亲 一下， 在 这 里 我 们 不 打算 接骨 数学 基础 中 的 国难 班 
E: RF ERRAR “村 束 的 观点 ”当然 ,我 们 各 和 免 引起 昔 葵 的 循环 
定义 . ATERRAR- ERR T A riS ETD, N U 
与 人-} 的 意 交 ,可 以 略 去 其 余 的 部 分 ， 


SIS 8 


作为 所 有 数学 时 论 的 起点 ,我 们 总 是 考虑 某 些 确定 的 对 象 , 辟 
MEE TERECA. 每 个 单个 元 素 具 有 或 者 不 具有 的 
HARRYS, SS 
a EC Dt 

表示 : EMEEK. 我 们 也 几何 形象 地 裔 : mmh, 一 个 
集合 称 为 空 的 ,如 果 它 不 包含 任何 元 索 . 

我 们 也 可 以 把 数 ( 或 者 字母 等 ) 的 序列 和 集合 看 作对 象 和 和 集合 
(我 们 有 时 了 称 为 第 二 辟 集 合 ) 的 元 案 ， 第 二 层 集 合 又 可 以 是 更 高 层 
集合 的 元 案 , 等 等 ， 但 是 在 概念 形 成 中 ,如 “所 有 集合 的 集合 ”这 类 


D Sue A. Fraenkel, Einfuhrung in die Mengenlchre (HA ih 
lz, 3, Aufl, (Berlin 1Y28), LS Hilbert-Bernayss Grondlagen der 
Mathematik 《数学 基础 )，Berlin I (1934, I (193 和 在 那里 记 引 的 交 献 ，。 


+ d a 


概念 是 不 充 计 的 ,因为 让 和 倘 是 造成 矛盾 的 原因 ;我 们 常常 内 从 一 类 
预先 规定 的 对 象 中 来 造 新 的 集合 〈 新 的 集合 本 身 不 属于 这 一 类 对 
R). 

如 果 和 集合 N 的 全 部 元 素 同 时 是 M 的 元 素 , WA N WRA N 
的 子 集合 , 记 为 

四 HSM, 
这 时 , WW 也 称 为 %if EES RA 
EE) 

H CpmomeC Ga CoG 

E 

ME EE h, 
MAAM, 9i 称 为 相等 : 

EE ep. 
因 之 ,集合 相等 就 表示 关系 
ag Cor. mc am 

网 时 成 立 ， 或 者 :各 果 两 个 集合 包含 相同 的 元 素 , 它们 就 相等 . 

MENC M, MF =M, 那么 NRAN ARTEA, M 
E N ARDEA A 

toM, M2R, 

EEN C MET, N Gë M 中 , MEN 中 圣 消 有 一 个 元 
案 不 在 h, 

FASERA EE S HER 
组 成 的 集 台 D RAIRA EEN 

D= [A,B] ANS, 

D PrE UHLE SHTES, 并 且 每 个 具有 这 个 性 质 的 集合 都 包 
AED Hh, 


AETA, BLR ÉA RRES E aA A g B 

PIFF: 
l B= 4 YB, 

T 经 包含 半 又 包 合 加 ,和 革 旦 每 个 间 时 包含 针 与 名 的 集合 一 定 包 合 
$, 

同样 好， 我 们 定义 任意 一 个 集合 对 , B,- Gë 了 的 详 与 
并 .对 于 变 ( 妓 包含 在 华 合 了 的 每 个 集合 U, 加 ,中 的 所 有 元 素 
的 集合 ) 人 为 

DCF) = [A 8, e], 

AR ARARE E, EPRE A TAEA, t ER 
W ETIA THÉ, 

BIR ur ES E Cp AA A HU pe, SR: A M 
EHT a, b, e AR, MAE 

Pt = fa, 5, c}, 

Cte Con, 8 ER E hp pe E Or S 
Speer, LETARA men zb. 与 或 者 五 或 
者 “机 等 。 


52. Ek 射 。 势 


如 果 按 照 基 一 个 现 央 集合 M 的 每 -个 元 素 a 都 对 应 于 一 个 
新 的 对 象 pla) ,那么 这 个 对 应 就 称 为 一 个 图 数 ,而 集合 D RA 
个 画 数 的 定义 区 域 。 如 果 新 的 对 象 pla) 又 属于 一 个 集合 N, 那 
么 对 应 a tel 也 称 为 由 ME NR AHRR. 如 果 和 集合 N phg 
个 元 来 都 至 少 用 到 一 次 ,那么 就 称 为 由 MA N 上 的 映射 ,而 多 称 
BER 的 象 集合 或 者 值 区 域 ， 元素 pla 称 为 4 的 象 ，« 称 为 
Pla) 的 原 象 ， 象 pCa) 是 由 4 唯一 决定 的 ,但 是 反 过 来 4 并 不 一 


tý’ 


定 由 四 (az) 唯一 决定 。 在 整 本 书 中 我 们 总 是 用 映射 这 个 说 来 表 示 
FERA, 

如 果 N 的 每 个 元 素 作为 象 元 素 恰 恰 只 出 现 一 次 ， 那 么 这 个 映 
射 就 称 为 可 逆 单 值 的 或 者 1-1 的 。 这 样 就 有 一 个 “着 "映射 , %f 中 
每 个 元 素 5 对 应 于 现 中 那个 以 6 为 介 的 元 素 、 

两 个 能 够 互相 1-1 地 映射 的 集合 称 为 等 势 的 , 写 为 

HL ~ M, 
对 于 等 势 的 集合 我 们 也 说 ,它们 有 “相同 的 势 ” 

D. ”如 果 我 们 让 每 个 数 #* 对 应 半数 Ze, 我 们 就 有 一 个 由 公 
体 自然 数 的 集合 到 全 休假 数 的 集合 上 的 1-1 映射 ， 因 之 自然 数 的 


紫 侣 与 全 体 侦 数 的 集合 是 等 势 的 . 
习题 ， ”证明 范 革 一 的 以 下 三 个 尾 鞭 ， 
i. H -— M, 


2. 4 U- BHH 
3, WW- B5B eH, 


Lmpobazsrm, — TEREA EATA E 
至 势 的 . 但 是 我 们 在 第 四 节 将 大 到, 对于“ 有限 ”集合 这 个 情形 不 
可 能 发 生 . 


$3， 日 然 数 友 列 


我 们 假定 自然 数 的 集合 
L, 2. 3，--， 
以 及 这 个 靠 合 以 下 的 基本 性 席 (Peano A) EMAN: 
L 1 是 一 个 自然 数 ， 
M. 在 自然 数 集合 中 每 个 数 ? a 有 一 个 确定 的 后 内 4+, 


D 在 这 里 数 " 肝 旺 指 "自然数 ” 


mt. DEER 
BUERT, MARTA 1 作为 后 杂 . 

IV. h at = bt JEH a 一世， 
这 就 是 襄 , 对 于 每 一 个 数 , 济 有 或 老 怡 有 一 个 数 以 它 作 为 后 蕉 . 

V.“ 完 全 归 秽 原理 ” :如 果 自 然 数 的 一 个 集合 包 合 数 1, 并 且 对 
于 每 个 属于 写 的 数 4 都 包含 4 的 后 娄 a7, EME AE H SS, 

` 完 全 归纳 法 这 种 证 有 明太 法 就 依 量 于 性 厦 v. SRPEN AT 

有 的 数 都 具有 一 个 性 夺 玉 了 时， 我 条 就 首先 对 数 1 EREN, RTE 
“BAR <T, BRES s AAE E, EENS at RAHA 
P. $R V AA HER E H ERRERA DRE SNE h H E. 

两 个 数 的 和 .。 APA EE E e, y 对 应 于 一 个 自 
然 数 , 认 为 x + y, 适合 以 下 关系 
Ak # 十 1 一 * 对 每 个 x， 
(2) + 十 y 一 {x 十 y)* HR aea. 

极 据 这 个 定义 ,我 们 以 后 可 以 把 at 写成 a 十 1。 "Së 
GES: 


(3) Ca +E) temati te) (“加 法 的 千 合 律 . 
(+4) 4 十 二 5 十 a 《加 法 的 交换 律 ”), 
(5) H a -+ b = at e JEH E e, 


两 个 数 的 积 ， EETA EAR e, y 都 对 应 于 一 个 
目 然 数 , 记 为 xy 或 者 ry, BAAT RR 
(6) xL =y, | 
、《7) soyt = xey te 对 每 个 * 与 每 个 y. 
世 适 合 运 算 规 律 : 
1 对 子 这 个 节 明 以太 本 节 以 下 党 个 定理 的 目 阴 ， 这 老 可 以 大 看 E Laida 的 小 
书 : Grundlagen der Analysis (HATAN), Kap. 1, Leipzig, 1930H pE). 


t ÄÄ >» 


C8) ab-c 一 ace (乘法 的 略 合 律 A. 


(9) a-b = ba (CREAR). 
(10 ab eies ab oere CARN. 
(ii) Hi ab = ac JEH A e, 
大 于 与 小 于 ， MẸÆa=b +u, WBR o > 5 或 者 6 之 a， 
我 们 可 以 证 明 : 
HYTTER TE a, b, 以 下 关 柔 有 一 个 且 仅 有 一 个 成 立 
(12) ae ó, a=b, a >b, 
(13) H az b be JEH age, 
(14) E a E SEHH o teate, 
(i5) bh a GEI) ae we be, 


X a > b ij, FIE a m b + u WIRE e [很 据 (5), 是 唯一 的 ] 用 
zs. 一 五 表示 。 对 于 aa 一 或 者 a [m E RABASSA as, Te 
样 地 可 以 定义 a b, 

进一步 我 们 有 重要 的 定理 : 

: 自然 数 的 每 一 个 非 罕 集合 都 有 一 个 最 人 小数, 这 束 是 嘻 , 有 一 个 


Kë 和 法 就 依 种 于 这 杀 定 理 JT REPA 的 数 具 
ep E, Hm ne BR < s AREA A HER 
5 一 一 之 下 来 鞭 任 意 的 教 BAER P. CENH, 一 1 要 具有 
这 个 性 厦 , 因 为 没有 <1 的 数 , 所 以 在 这 个 情形 “ 归 策 假设 "没有?. 


l D 在 根 本 不 存 直 4 的 情形 ,我 区 总 是 于 为 断 证“ 所 有 的 4 部 有 性 技 Er Ra, i 
* SR. Z2ë:rRëRsamg,aiTttekgr, regpERpsiAAg 
- MRR. GI tLgao, Aa aE RAe hea. 
虽然 在 上 月 种 鱼 昔 中 这 种 用 潜 是 不 习 展 的 ,但 是 它 交 合理 性 可 丰 由 以 下 这 一 
ARAR, RREA AEF, Sr Pr 才能 各 乱 条 件 地 改革 党 
“HJE F JEJE”. "H ECEE Fha E AA AEE EE 
Tir E FEAH, 


归 轴 证 明 当 然 必 须 包 括 a = 1 的 情形 , 否 刚 是 不 够 的 . )》 于 是 所 有 
DI CAR Ree E. 否则 的 话 , 丰 具有 性 厦 王 的 数 所 成 的 集 
ZA, 很 如 它 的 最 小 数 为 n, EFRA ER ,但 是 所有 一 2 的 
Prae HA RER ,这 是 不 可 能 的 . 

与 完全 归 秋 法 的 两 种 形式 平行 的 还 有 所 谓 ” ID SE d Ce A 
MER. ARRATE ES A RA e 都 与 一 个 新 的 对 象 Ptx) 相 
对 应 , RPH OE d Tim EISE pla) 与 以 
前 的 画 数值 Ptm) Cm < 2 联系 起 来 . 对 于 这 租 关 系 我 个 假定 ， 
一 且 plm m < n) Aia H, RAE ta 通过 这 和 粗 关 系 就 唯一 地 
RRE HEERA an a ST, 基 简 单 的 一 种 情形 是 ,对 
T m = nt DZ oi ai 1 通过 p(w) 表示 赎 来 ,而 对 于 mr = 1, 
数值 eil RERAN. WRO), (MDAA), (7?) 就 是 例子 , 通 
HEM, RPEN IHSE. HERFS: 任 所 作 的 假定 之 下 ， 


+ 4 ùu E Ò +è 


ri SC gege a, a) CZE n 的 数 
HÆR. RPR: ZA PC. n) 上 都 怡 有 一 个 画 数 
Pala), EE HEES Lt BA rä, 

ARTAR (1, 1) 是 对 的 ， 并 且 只 要 对 于 裁 絮 (1, a) 成 立 ， 
ATAB CL, z+) 也 成 立 ， 因为 递归 关系 给 出 了 面 数 秆 p(17 H 
且 由 前 面 的 琵 数 值 pm) 一 oan am e a) BEE BEER EES 
eis), TERMAT EZ: Ca) FA. SIE pal) E 
SERRER CL, n) k, JHH 7 SE (L, m) 上 ; 在 那里 
写 也 适合 定义 关系 并 且 与 贺 教 p 重 含 .因此 任意 两 个 夯 数 
ga), le) 对 于 它们 共同 定义 的 烙 * 有 相同 的 画 数 值 . 

1) SlrensAsdnzerämeg PO RRRET, AAE L HNE 

HAM, 


+ Q -> 


所 来 的 画 数 p(x) 必须 在 所 有 的 蕉 段 (1, n) 上 都 定义 并 且 适 
ZE Me, Ait Eë: pntx) BEA. 这 样 的 画 数 有 一 个 且 只 有 
— A ERE o Lei WENA e, Li 的 共同 的 值 ， 定 理 得 诅 . 

我 们 将 仁和 话 用 到 这 种 “归纳 构造 法 ”, 

A8. 1. EM ERF a= 成 六 并且 如 盯 它 对 于 # 写 3 成 证 ,那么 
对 于 # 十 1 Rb. CDR. 上 对 于 所 有 的 # 汪 3 Mgear, 

通过 符号 一 e (RESO 与 9 (SEN 的 引入 我 们 可 以 把 自然 数 
序列 六 关上 成 整数 的 集合 ， 为 了 在 整数 范围 入 比较 清楚 地 答 出 记号 
Tree AES, H RAAE la, D 来 表示 整数 是 方便 的 ,表示 
SOT: 

用 《es t b, b) 表示 自然 数 a, 

RA, 2 表示 0 ， 

Lë. et eis a, 

这 里 所 是 任意 的 自然 数 . 

FTR ARETE (a, b) RR ABERTIS Ca, A 定义 
TER EY TEE, B: 

当 a 六 2 表示 自然 数 4 — h, 

W a = b SEO. 

H a< h ArI — (èa), 

RPREEM: 

Ca, B) + le, d) = fake, A +), 
(eye d) = Cac + bd, ad + be), 
Ca, b) < Lex d) WE Ce, d) >La, 6), 
l 当 ot ds be, 
不 难 证 明 : 6 EE a et E nEn, CD St gr 
示 的 数 相 同 ; 第 二 , 它们 适合 运算 规律 G), (4), (5), (8), (9), 


e į] = 


Go), G2), 13), (A 以 及 G5) 当 c > 0; 第 三 ,在 扩充 了 的 范 
FS. AJE a + ar 一 上 5 总 有 唯一 解 ( 解 还 用 上 5 säi: 第 四 ， 
aè = 0 ARD AR a= DS bh — DÉI 


习题 。 2. TE Lag, 
3. 把 习题 1 中 的 3 换 成 0, FERPARTE. 


在 整数 的 初等 性 盾 中 这 里 只 计 了 一 些 以 后 起 作用 更 磊 的， 分 
数 的 定 文 与 整数 的 可 除 性 的 性 质 在 第 三 章 中 许 ， 


$4. 有 限 与 可 数 集 分 


一 个 与 自然 数 序列 的 其 一 苓 如 【 也 耽 基 与 扫 m 的 自然 数 的 集 
合 ) 等 势 的 秆 合 称 为 有 限 的 (或 有 次 的 )， 认 集合 本 乏 为 有 限 的 ?2. 

简单 一 些 才 :一 个 集合 乏 为 有 限 的 ,站 果 它 的 元 素 可 以 用 工 到 
# 的 数目 加 以 入 号 ,不 同 的 元 素 有 十 同 的 荐 号 , 井 生 每 个 1 到 # 的 
数目 都 用 到 ， 因 之 ,一 个 有 限 集合 半 的 元 淋 可 以 用 as't, ge 来 
代表 : 

U = {a ant, 

IER, 1. Xa fp EAB, IER, ARE G U lo, aat 的 子 
柴 合 也 是 有 限 的 ， 

不 是 有限 的 集合 称 为 元 限 的 (或 无 劣 的 )、 例 如 全 休整 数 的 仿 
AERAR, 25 0 Fer er FE SCER, 

HEES, REEL 

St np. Së "ges UF EtA A 上 


D ARRP A- -TIADA E E. Landau: Grundlagen der Analysis, 
Kap. +4, - , 

27 TR ES OCI DI SG e vi TS A. Tarski! Sur les ensemble finis 
LTB, Fund Math., 6 (1925), 


= LI e 


Abet, A A ERR attor, RERA ot ai, PCan); 
在 它 笨 之 中 除去 出 现 元 素 as : … ，a。 外 圣 少 还 有 另外 一 个 元 素 ， 
我 们 称 之 为 atl 

对 于 ”= 1 这 显然 是 不 可 能 的 。 ”元素 a 不 可 能 有 两 个 不 相 
同 的 每 元 到 o, a, 

BEXT = 一 的 情形 趟 可 能 有 具有 以 上 性 质 的 映射 中 忆 多 “ 
证 明 ;现在 来 证 ”的 情形 . 

RPDE plar) = ani BUTER, E R 

Plar) = a La 天 ant) 
而 er 有 另 一 个 原 象 o 
Plai) = doris 
TÆMME a TRR RERE PP， 这 个 映射 使 o 对 应 于 gei, a; 
对 应 于 a' ,其余 的 与 相同 . 

ER p F FRA W = tel ae WERS pOl), 
EMEB pD = A 中 除去 元 素 PCan) = ani MERS., 

PLWY 包 舍 元 素 mao， 因此 是 区 的 一 个 鞭 包 和 全 寿 且 
是 所 的 一 个 单 值 象 ， 根据 上 轨 竹 假设 这 是 不 可 能 的 . 

由 这 条 定理 首先 推出 ， 一 个 集合 不 可 能 同时 与 自然 数 序 烈 的 
两 个 千 同 的 规 眉 等 势 ; 否 则 这 两 个 截 训 就 相互 等 势 , 而 其 中 一 定 有 
TEATER, 因此 一 个 有 限 集 合计 只 能 与 自然 数 序 
烈 的 一 个 截 恨 01， m) TI, 这 个 唯一 决定 的 数 = 称 为 集合 时 的 
元 素 的 个 数 , 它 可 尺 作 为 集合 的 势 的 一 个 度量 . 

其 次 ,由 定理 推出 ,自然 儿 序 烈 的 一 个 蕉 下 不 可 能 与 整个 自然 
数 序 列 等 势 。 因此 自然 数 的 序列 是 元 宅 的 。 与 自然 数 序 列 等 势 
DASS D ON rot, ADA SS Deem D HA OO Sr de 


JS, (CSR intr OO SE DD A 


= 13 + 


有 限 的 与 可 数 无 次 的 集合 炉 称 为 可 数 的 . 

习题 。 2， 证 明 。 琴 个 不 相 变 的 有 限 集合 的 兰 的 元 案 前 个 数 等 于 这 两 
WR EE ME E EC EE KE ET 

3. WERS; r 个 两 两 不 相交 的 元 素 个 数 沪 : 的 集合 的 并 的 元 案 个 数 为 tr. 
[AJH $ 3 站 递归 公式 566。 CERA. ] 

d. EBA: E RAE ARAETA he RE 
AA EA A CRTA AOA E SA, P RRT EA T ER. 

不 可 数 集合 的 例子 ， 所 有 由 日 然 数 租 成 的 可 数 无 鹤 序 烈 的 
集合 不 是 可 数 的 。 显然 这 个 华 合 不 是 育 限 的 ， 候 融 它 是 可 数 无 旁 
的 ,那么 每 个 序列 就 有 一 个 号 古 , 号 码 为 了 的 订 列 于 为 

da, ap, 
我 们 现在 作 一 个 序列 
an t 1, asy + 1l, 
ZTF EBA AENG, ARRE 7、 于 是 就 有 
aga au + Í; ap = an kl: 等 等 . 


特别 地 
dji — jj + 1, 
这 是 一 个 矛盾 . 
3m. 5. 证 明 : 整 数 ( 正 的 和 外 的 和 规 ) 的 依 合 是 囊 数 无 穷 有 的。 同样 ， 
偶数 的 集合 是 可 小 无 嘴 的 . 
é. WEA; a EA E EE E (era 
的 方法 与 上 面 例 子 中 所 用 的 方法 相仿 .1] 


7. 证明: 一 个 可 数 元 窃 集合 的 势 不 因 洲 加 进去 有 限 多 个 或 省 可 数 无 究 
ATLA, 


St 9}, IREA Di, Mr, > "=; HN, DCS MAs 
ARPE + k 2RR ma LE ERT, M, EE 


a EW 


(La 3 的 元 素 岂 只 有 有 限 多 个 ， 等 等 .。 首先 我 们 把 适合 条 位 
i+ A= 3 DS pl (Sint i 的 上 升 顺序 )》， 然 后 把 适合 
e 十 万 一 3 的 元 党 和 粮 号 。 这样 一 四- 下去， 最 后 每 个 元 素 mx 都 有 了 
号 三, 寿 且 不 同 的 元 素 有 不 同 的 号 码 ， 击 此 即 得 恩 葵 . 

习题 。 e 证 明 : 所 有 不 可 划分 数 三 < Ca, 6 是 互 案 的 自然 数 ) 的 集合 
ERESIA, 


$5 分 类 
等 号 适合 以 下 的 规 斯: 


Æ a = $ EC EEGEN 

由 a 二 5 与 5 一 < 推出 4 ze e, 

R PHE EE ESHER R a = b 目 反 的 ,戏称 的 与 传递 
的 。 期 果 在 某 一 集合 的 元 喜之 间 定 义 了 一 个 关 茶 a ~ 5( 对 于 每 
MOER a, b 或 者 是 s ~ 上 或 者 不 是 ) 大 且 书 活 合 同样 的 公理 : 

l.a ~ a; 

2. Ba ~ b HEHS ~a: 

3. Ba ~b Pë e BE o cé, 
那么 我 们 就 称 关 条 a ~ 5 为 一 等 价 关系。 例如 , 在 $2 中 对 于 和 集 
TR, R,- ERR R MW a NMN 与 入 等 势 ) 就 适合 这 些 肥 理 . 
又 克 三 角形 的 全 同 英 逐 也 是 这 样 一 种 关系 。 第 三 个 例子 :在 整数 
中 我 们 称 两 个 数 是 等 价 的 ,如 果 宅 们 的 蓉 能 种 2 Kb KE 
显然 是 适合 的 . 

如 竖 任 和 葵 一 个 等 价 关 系 ， 那 委 我 们 就 可 坟 把 全 部 与 革 一 元 素 
2 等 价 的 元 素 合 并 成 一 类 名。 TERR REER HARE 
因为 由 4a4~5 与 a ~c 根 据 2. 与 3, 即 得 6 e, 插 且 所 有 与 类 中 


i LR e 


一 个 元 素 等 价 的 元 素 全 属 也 屿 一 类， 因为 由 一 丘 与 五 一 上 扒 田 
2 ~ <。 每 一 类 由 其 中 任 一 个 元 索 决 定 : 如 果 代 赫 元 素 < 我 们 得 出 
RW. nä re, 那么 我 人 得 到 同一 类 : A, 一 名。 因此 类 中 年 
一 个 元 当 6 都 可 以 迅 作 这 个 类 的 代表 

但 是 ,如 果 我 们 从 不 司 于 同一 类 的 元 不 5 出 发 ( 序 5 不 与 z 等 
P. ez R Es, 不 可 能 有 共同 的 元 规 ; 因为 由 ce 一 上 与 cc 名 
SE ~ 五, 从 而 五 上 哆 ， 因 此 在 这 个 情形 ,类 狗 Ee rm 
Sp, 

这 些 类 董 泗 了 整个 的 复合 ,因为 每 个 元 过 z Ma T, ED a 
一 个 例子 中 ,分 成 的 两 类 是 奇数 与 偶数 . 

我 们 看 到 ， 风 ,一 免 当 且 仅 当 ~ A 如 果 引 入 类 来 代替 元 
素 , 那 么 我 们 加 可 以 把 等 价 关系 a ~ 5 变 成 相等 关系 见 一 R, 

反 过 来 , Ann rem 破 分 成 了 两 两 不 相 葡 的 类 ， WAR 
In DS Na b 当 a, d RTR "e, ~ 45 BREAD 
M1, 2,3, 

56 有 序 集 合 
rte Bä NT ARATA, EE mn EC een 
EI OT E EE OT 
理 . 

一 个 集合 称 为 有 有 序 的 ， 如 果 对 于 它 的 元 素 定 义 了 一 个 关系 
a 之 名 ,适合 ` 

1. 对 于 任意 两 个 元 素 a, b, a < 二 5 或 者 5 二 4a 或 者 nn 一 Ei 

LER aL 5.45 二 4,4 二 4 是 互相 排斥 的 ;: 

3. 由 a 二 上 与 58 之 cc 2 oe e, 


e Ip e 


如 果 只 要 求 性 厦 2. 与 3. ,那么 这 个 集合 就 称 为 书 序 的 ， 格 乔 
Säit RA STEARRE Die G，Birkhoft 的 书 
“Lattice Theory? (Hai (Amer. mah. soe, Collog, publ., 25 等 ， 
第 二 版 ，New York, 1948), 

关系 < 和 2 不 一 定 是 中正 的 大 小 关 梁 4 如 整数 中 的 尖 潜 HE 
"ER UR e Von, 但 是 对 任意 两 个 元 素 a, b PARE 
是 < 五 或 者 不 是 。 例 好 ， 当 一 个 集合 的 元 素 改 排 成 一 个 序 烈 ， 
a< P BEZ AV DHoeHktt Zen, SR CEE P, 

He o bh RIEA ES UD 

a > pb ME EC er 

a ës b WE; a [| b ME ae P: 

a -> b ME: a = b WE a zë, 
因此 = 二 上 就 等 价 十 a — b 的 否定 ,同样 ,a 之 5 UNP a A K3 
TE, 

H a < b RII a TE E ZAT, bE a ES, ER e AT o, 

一 个 集 台 可 能 有 一 个 “初始 元 嵌 ”， 写 先 于 所 有 其余 的 元 素 。 
例 : 在 自然 数 序 烈 中 的 1, 

如 果 一 个 舍 合 是 有 序 的 ,那么 对 于 同样 的 闫 有 条 a 二 2, 起 的 每 
一 个 子 上 集合 也 都 是 有 序 的 ， 

一 个 有 上 友和 集合 称 为 良 序 的 ,如 果 它 的 每 个 非 空子 集合 (特别 这 
个 集合 李 身 ) 都 有 一 个 初始 元 浅 , 

H. 

1. FARRA sz ERTAGA FARA 1), 

2. 自然 数 序 烈 1, Z, 3, -70 RTR, A AET BARE 
ZE éebë HMLE. 

3. ERRA en — 1,0,1,2, “AR E 
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EREEREER HA EARR. 但 是 如 于 给 以 怒 庆 的 顺 
Æ, EARE EERTE, AH 
0,1, — 1,2, — 2, 
或 者 
L, 2 3 0 一 1 一 2 

这 里 是 把 正 数 排 在 前 别 , 其余 的 数 束 按 稻 对 值 的 天 小 来 排 

习题 .1 证明 :在 每 个 有 序 的 非 空 有 限 集合 中 老 有 一 慷 始 元 索 , 

2. 对 于 自然 数 侦 Le, A1 所 成 的 集合 中 按 忆 下 的 记 法 定 交 一 个 顺序 关 
Fai Le, $) < Le, b) Bada Sea, hh, SEHR. 这 样 定义 了 一 
TAF. 

3. BEER. 在 每 个 度 序 集合 中 每 个 元 素 = URRA EA Er SS, det 
果 有 的 证) 都 有 一 个 "直接 后 入" > a, RERED AATA tA o 与 5 之 央 
(EN b >r > Ga。 是 否 每 信 元 宕 (除去 和 始 元 咕 ) 此 都 有 一 个 直接 先行 ? 


57 选择 会 理 与 展厅 定理 


Zermelo 第 一 个 注意 到 许多 数学 的 讨 萌 会 朝 于 一 个 假设 ,他 第 
一 个 明白 地 和 叙述 了 这 个 假设 并 称 之 为 选择 公理 ， 它 是 : 
对 于 REESEN TC SE o 


e | 
应 该 注意 ,这 里 假定 了 每 个 单个 集合 是 非 竹 的 , 因 之 由 每 个 集 
合 中 :一 定 稻 选 出 一 个 元 素 ， 这 个 公理 所 肯定 的 是 ,由 所 有 这 些 集 
合 中 可 以 按照 一 个 对 应 规则 同时 作出 选择 ， 

以 司 在 必要 时 ,我 们 总 是 庆 为 选择 公理 是 成 立 的 . 

移 择 公理 的 最 重要 的 推荐 是 Zermelo 的 稻 序 定理 : 

每 个 集合 都 是 可 以 良 序 的 . 
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Zermelo。 骨 对 这 个 定理 答 出 两 个 证 明 ); 这 里 稳 的 是 他 的 第 二 个 址 明 . 

汶 了 扼要 地 指出 证 明 的 看 点 ,设想 已 起 引 人 了 一 个 良 序 。 每 个 元 案 。 决 
ERRE Ua) (由 所 有 < o 的 元 素 租 成 ) DIS tr Ra) (由 所 
有 Gs a buts, AERA AHA Ra) DEL D, PERAE 
FARE M EE pr Re re, 使 得 a TER Rta) 中 指 
EE E Ee ECKE 
TRR = HEDT Senn), FE, ES Ep ER ts 
mp. Sean Git RE, RE, up R Hin 是 两 个 不 同 的 
余 集 , RAR c RO EE Ra Do R) GER a > A SE e EI. F 
HERAA ek RATE DEIER ZS, 

对 的 了 集合 以 下 记 为 W, B, 

HARAM RAEE M 的 竺 个 非 空 子 集合 半 与 -个 “指定 元 来 ” 
e SE. ROU rh A HRE a 所 得 的 梨 合 。 在 整个 走 明 中 “和 ts 
ADEA, | 

M 的 子 和 集合 的 一 个 集合 长 称 为 一 个 日- 鳞 , 如 果 具 有 以 下 的 手 盾 : 

1. 0 本身 属 于 区 . 

2. Aus ABETE HRR RAU EFK, 

3. MERG A 一 (A, P, } 中 的 元 素 2. B, ARTEK, WAE 
DA) 也 局 于 下 . . 

-PETEAR Wa OH NATRON ORE. Pra o-ga 
然 还 是 一 个 O-H. HAITA S-P a e e-e, a REAA 
H -pi RER AARETE Sr SR Er, 

EA a eMBA pa EE KT 
的 包 集合 , 或 者 是 YU pure, SAAREEN A FRANEA 
PER 但 是 混在 我 们 只 策 道 , Wi 是 有 这 个 性 质 的 。 在 急 中 电 的 所 包 集 合 记 
为 Kier, ETH SRA Uy. WRA Uy ERE W HTG ARRAS 
Ba, = - 
对 了 于 一 个 国定 的 革 , 所 有 的 多 al 与 By A 合 超 来 也 是 一 个 日 -和 ;因为 
a Mt 是 一 个 人 Dg 或 者 就 等 于 A, 

by》 每 个 由 一 个 Dg 导出 的 集合 (名 ' 或 者 还 是 一 个 Da 或 者 就 等 于 


1) Math. Aan, 59 (1904), 514; Marh. Ann., 65 (1908), 107, 


e Io = 


W SAL 它 ( 作 为 么 的 一 个 元 素 ) 必 须 是 于 的 子 集 台 * 英 至 是 质子 集合 。 DI 
ZEU 中 有 一 个 不 属于 (ail WER. 此 外 在 ue 中 有 一 个 不 属于 Ip 
元 素 , 它 当 然 也 不 尾 于 oa) 这样, 在 9a 中 就 有 两 个 不 同 的 元 素 不 属于 
(Da) SR (Da) ETIE. 

D W 以 及 每 个 B, 都 属于 Ap EPRE OU T G AEE Dy. 

d) 许多 Da 的 变 凡 及 D: 与 ARRE 2 的 包 集 全 并且 履 于 Aa, D 
A Us RA A 

ei 许多 Ba DEI SCD Os 或 者 U pA OU 的 子 和 集合 并 且 属 
于 A, 国之 还 是 Bg, 

FERLEAR T RHEA, 

但 是 因为 和 友基 一 个 极 沾 名- 绍 ， 有 所 以 Das Da DEU SHERE TEI 
各。 从 而 每 个 Ds 都 是 加 4 ,因为 它 朗 不 是 对 肥 不 是 全 x， 

HERAn W GRAZER U NEARER D A 中 所 有 共 余 的 集 
ETEY 的 包 和 集合 ;就 是 OU AFAA. 

SC H, B, VW MALARIE, D ETIN 而 xapa 
中 昼 外 一 个 集合 ,于 是 只 可 能 有 两 种 情形 :基色 合集 合 四, B, … 中 的 一 个 从 
而 关 包 合 它 们 的 交 鱼 ,或 者 半 包 含 在 所 有 对, 器;… 之 中 从 而 兰 也 和 包 售 在 全 
<H, Až D HERENEN, 

最 后 ,因为 2 ARAMEA, 所 以 A 中 所 有 具有 这 个 性 盾 的 集 
合 程 成 一 和 @- 彝 .因为 和 是 很 小 的 ;所 以 这 个 鳞 就 是 A, 六 之 和 的 每 个 集 各 都 
具有 所 静 的 性 盾 , 即 对 于 拉 中 任意 两 个 集合 弄 , 80 Dee Ca. 

更 在 设 P 是 D d A, Bo 是 A re KT 的 集合 
其 中 包括 M) ear, 和 也 属于 A. Pi 的 指定 元 素 Po 一 定局 于 第 , 否则 
Po (h Po 除去 元 案 m 所 得 的 集合 ) HEA p,m 各 也 属于 入 但 是 dän 的 一 
个 部 分 。 和 中 其 余 的 包含 种 的 集合 dp, 一 定 包 售 Po: P 是 每 一 个 p 的 其 
TRA. 出 前 面 的 臣 明 苛 知 ， P 其 对 是 由 第 ; 除法 指定 元 囊 pi 所 得 的 集合 
Pi 的 子 集合 . Ee p M ARETE P H. ZA 市 只 有 一 个 集合 
Pos EAS PE 它 的 指定 元 素 在 第 上 中 ， 

WRR P 二 Lei, E e RON tte te, 那么 就 有 ,对 于 避 
由 每 一 个 元 案 4 都 有 人 中 一 个 集合 与 之 对 应 ， 这 个 旨 合 的 指 宏 元 者 就 是 。 ， 
Brea Ala), 

如 条 我 们 再 取 季 二 {a A3, 那么 T DÉI at SE < 或 者 五 AAE, 
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Po = Rid 或 者 Bo 二 RC6)， 二 者 不 林 能 同时 成 立 ， 否则 指定 元 素 就 要 饭 
是 4 及 是 6。 因 之 情形 Ra) =R 不 可 能 ， 刹 下 只 有 Ra) cR) 与 
5) C Rela) 这 两 个 可 能 些 。 在 第 一 个 情形 我 们 售 5 < 4, 在 第 二 个 傅 形 合 
Sec D. 
IS Lat, =A hE 
ge ob, Bee 
EE EE 
Rip c RG, RA c Ria) 
推出 
Ric) c Biel. 
因此 ,关系 = < “定义 了 MNE, 
为 了 兽 明 这 是 一 个 度 库 ;我 们 来 看 ON 的 一 个 非 空子 集合 币 以 及 和 A 中 对 
应 的 集合 Po 它 的 指定 元 素 ou EDH, An e RR it te, SR 
HFR 是 A 中 所 有 包含 的 集合 的 交 , 而 Po RA EEN, 
以 
ie) S Po = Riro), 
从 而 
Dn ss D, 

国之 加 是 节 paper, AEREA T AR. 

_ ” 舟 序 的 重要 性 在 于 ， 尽 前 我 们 对 于 可 数 集 台所 知道 的 洗 全 归 
范 的 方 落 可 以 推广 到 任意 良 序 的 集合 ， 这 一 点 将 在 下 一 节 诗 芥 . 


553. RHIA 


MRAR ` "Tor rr Oe HE, 
RS, 我 们 可 以 这 样 进 行 :我 们 证 明 ,， 只 要 一 个 元 嵌 的 所 有 先行 元 
RERA HER 己 : 这 个 元 素 就 具有 性 贰 互 (时 也 这 个 集 和 台 的 初始 元 
来 具有 性 慎 E)， 于 是 下 有 的 元 索 就 都 具有 性 质 E 因为 假如 有 
元 党 不 具有 性 质 瑟 ,那么 在 这 些 元 规 中 有 一 个 初 站 元 到 e, RRE 
的 所 有 先行 元 嵌 都 具有 性 扶 E, MAM e 也 具有 育 ， 近 就 得 出 一 个 凶 
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H, 
超 限 归 三 构造 法 。 假如 我 们 要 使 良 序 集合 M 中 每 个 元 到 t 
都 与 一 个 新 的 对 壹 Ptrx) 对 应 ,为 了 决定 这 个 对 应 , 我 们 葵 了 一 个 
KR Dir "SIE Ve", 七 抬 画 数值 ple) Em oe 
《5< a) RREK, SD Pro ob a) 给 定之 
后 。 ër eent ur ER oi o), 宅 们 一 齐 适 合 所 箱 的 关 
采 , 当 然 也 可 以 是 一 粗 关 柔 而 不 是 一 个 关系 . 


tt è 00 WE TO + 


SE Ap RR ANAT REE plr), Ate, ET 
都 活 合 定义 尖 采 ,一 定 有 一 个 初始 的 < 使 qca) = pla) AFA 
BD e, A pL) = tal, 根据 假 定 ,一 旦 所 有 的 p(5) 输 定 
si, GD HELI pla), 从 而 pla 一 pla), 与 假 
HHR, 

为 了 证 期生 在 , 我 们 考 虚 集合 MARE AIRE: UMEA 
HFT eR # 的 元 来 的 集合 )。 ETHE CDe UCSB EHR 
顺序 关系 ) 一 良 序 集合 ;因为 每 个 元 素 a 1-1 地 与 一 个 截 段 中 相对 
应 ;由 5 二 a 推 用 各 CC 如 时 我 们 联 集 合 M 本 身 作 为 最 后 一 个 
BEL, HAZTA DARE HRA, 

REIRE 2 (EDän deet OH, 在 每 个 集合 uA 上 都 存在 一 个 曾 

Zoetsvi = Ppa) 《对 于 六 中 所 有 * E), BANERA, B 
ERTA ETRE: U APARLE. AAE: 

~ LUA TRAR *。 在 由 站 陈 去 元素 4 PREA Y 
上 已 经 定义 了 画 数 p), 因为 Kate WHEELS 
AHIRA p 二 a) 唯一 地 秆 又 pla), 加 进 这 个 郴 数 
E, H p eewer e WEE E 
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2.% 疙 有 最 后 的 元 素 。 所 的 每 个 元 素 4 因 之 都 属于 前 面 的 
ADRES, 在 前 面 的 每 个 截 段 D 上 都 已 经 定义 了 一 个 图 数 
于， 我 们 希望 定义 : 
pla) = Pala), 

PREDAN, KURTE RRBRHREK pa, Pos- FEAE 
REETA LERNE AR S 与 5 PRP 
并且 3 CG， 于 是 ps 与 ps EE 
e, 因此 写 倘 重 台 (很 据 已 经 证 明 的 瞧 一 性 )， 因 之 定义 g(a) 一 
.Pel4) ng, Käre P 适合 定义 关系 ,因为 
所 有 的 图 数 Po 全 活 合 . 

不 论 是 情形 1 还 是 情形 2, 在 3 上 都 有 一 个 丽 数 P 具有 和 给 定 
RIPERT, BEN T EERE LRE, ARRI 
取 和 集合 MEHE — TAR MARRET. 


a 734 œ 


S "CS F 


POS 6 ki RE TrEDz Rain IL ES 
ZS, TTA el. MA ERTEAN, 


$9. SS DD 


ZS BEREH OE pt, dE prEen "2 
EE CW bet EE EEN 
L. CR KC TRA O NES KEE 
"BB tre ILAR Ir EE H e 和 5 的 积 ， 
RUPE ab Sa ALICE DT SE D 0 Fe, BEE 
H ab = ba), 
2. Eeit, H O 中 的 任意 三 个 元 素 <，5。，c 。 等 式 
a'e = dér De 
成 立 . 
3.6 PREET) T AEMT e CRA TAEA: X} 
O HAIR < 
4. 对 -个 中 每 个 元 素 a, O 中 存在 ( 鞋 少 ) 一 个 《 左 ) ER a, 
TREER 
ala = Ey 
ERASER , HR TA mE ae ETR e. 
TARA Abe F, ARER TH Lë Lat ad= ba (E 


=a Zë e 


换 律 ) 成 立 . - 

例 。 ”如 果 集 合 中 的 元 素 是 数 , 丽 运算 法 则 是 普通 的 乘法 , 末 
末 普 先 应 艇 把 零 这 个 数 除外 , 屁 是 没有 复元 素 的 . 这 时 所 有 不 等 
于 零 的 有 理 数 形成 一 个 翌 (单位 元 嵌 是 数 1); 同样 数 1 和 一 1 形 
成 一 个 地, 单独 一 个 数 1 也 形成 涯 . 

春 的 概念 和 所 采用 的 赈 记 方式 无 关 : 基本 运算 法 则 也 可 以 是 
数 的 加 法 ,只 可 规律 1. 圣 4. 成 立 郎 可。 这 时 只 撩 政变 一 下 两 个 元 
SS e 各 5 相 辕 合 时 所 得 第 三 元 素 的 名 称 ,不 把 它 时 做 “ 积 ”, 而 在 所 
有 运算 规律 中 把 “ 积 a 六 的 字样 改 证 为 “和 a 十 6" 就 行 ， 在 这 -- 
情形 下 ， 数 0 是 单位 元 政 ， 因 为 对 所 有 的 数 <4 有 0 十 a4 二 a。 国 
样 , 数 一 a 是 数 a 的 复元 素 , 因 为 我 们 有 一 a 十 a 一 0。 对 于 数 来 
R, DIRA: 

， atlbt e= fei EN e 
EKIRIS, D. ARARE AAEE CS EI E ob 
TEBAS EDR At Dt ee, MEEA e 的 同时 
也 包 售 着 与 之 异 号 的 数 一 <， 那 末 这 个 数 集 对 加 法 来 发 形成 一 个 
到， 这 样 一 种 获 集 也 称 为 数 模 . 举例 来 改 , 有 有理数 的 至 体形 成 一 
个 模 ， 同 样 ,整数 的 全 体 与 倘 数 的 全 体 谨 成 模 ， 基 后 ,单独 一 个 数 
0 出 形成 模 . : 

六 面 多 着 一 个 固定 点 的 一 切 旋 转 的 符 体 ， 态 是 举 的 另 一 个 例 
子 , 这 个 午 的 元 素 不 再 是 数 ， 将 旋转 4 和 8B Aë ER 
一 个 地 作出 这 两 个 族 转 。， 先 作 族 转 3 ,再 作 施 特 4 ,其 效果 可 以 通 
过 一 个 单独 的 族 起 来 实现 ,这 个 旋转 我 们 就 记 作 A. B ep Ap fi 
合 律 成 立 这 一 事实 ， 在 下 面 将 要 作为 任意 变换 的 策 合 健 的 一 个 特 
殊 情 形 给 出 ， 旋 转生 中 的 前 位 元 素 序 角度 为 0 的 族 苇 ， 这 个 旋转 
使 得 每 个 点 都 不 动 。 一 个 给 定 旋 辕 的 赣 元 素 吏 是 和 写 相 应 的 旋 
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转 , 这 个 旋转 刚好 抵消 前 者 的 作用 ， 

平面 旋转 邓 是 一 个 Abel $, 可 是 如 果 我 们 把 相对 于 通过 一 
固定 点 的 所 有 将 税 的 反射 同 汉 加 进去 ,于 就 会 得 出 一 个 非 Abe Æ. 
完 作 有 反射 4 再 作 反 射 8 ,或 者 先 作 反 射 下 再 作 反 射 4 ,其 效果 是 互 
不 相同 的 . 

这 两 个 堆 可 以 归 精 到 变换 重 的 一 般 概念 中 去 .所 彰 集 合 中 
的 一 个 变换 或 置换 , 指 的 就 是 集合 D 到 它 自身 之 上 的 一 个 1-1 映 
射 , 部 那样 一 个 对 应 s, 在 这 个 对 应 之 下 , M 中 的 每 个 元 素 a 都 有 
一 个 象 元 素 %ae)] BZA, FAM 让 的 每 个 元 素 怡 是 一 个 元 到 a 
BS Ca) RI DLS a, 20 中 的 元 未 是 变换 * 的 作用 对 象 ， 
变换 --- 蛮 通常 用 于 无 限 集 合 , 而 填 换 一 喇 划 通常 用 于 有 限 集 各 . 

如 果 集 合 M 是 有 限 的 ， 帮 且 写 的 元 素 都 已 三 好 了 和 号码 1, 2, 
a 绪 末 七 的 每 个 置换 者 可 以 用 一 个 图 式 完全 表达 由 来 ;在 这 
个 图 式 中 ,每 个 号 三 的 下 方 写 着 象 元 素 的 号 码 et. tin 


1 2 3 4 
(, 4 3 , 
就 是 数码 1, 2, 3, WEE e geit RE EN EECH EE 换 克 4，3 
挽 成 3 ,而 把 4 PEI 1. 
两 个 变换 s, e 的 积 #， 就 是 先 作 变 换 上 然后 再 对 象 元 素 作 变 
Zë s 所 得 出 的 那个 变换 " , B 


stla) = s(t(a)). 


1 2 3 9 


例如 , 当 * 一 【， 31 el ` j let, RETE 


D AFRE, KEELES AERE, A s+ ENE 
BIE s PHE. RARR Hh E EAR R A, BOS vol 号 成 
as RERE YM, 


= ZE >» 


. 
L 2 3 A 1 2 3 4 

o L 2 1 外 而 “一 人 3 4 ») 

JETAK AE: 

Cret = rlsëi) 
可 以 一 般 地 证 上 明 如 下 :将 上 和 式 丙 奖 作 用 于 任意 对 象 和 有 
Leeiët eis Lreitëtaeil = rtstéteiii, 
sier lais riLagteli = rella), 

因而 两 次 都 得 到 同一 千 果 ， 

音 位 亚 换 就 是 那样 一 个 变换 T。 写 把 每 个 对 象 都 映射 成 它 自 
F; 

Fla} =a, 

Pi ERRERA AA HAMR A E, BHAR E je s 有 
Ze = p, 

变换 s PIRA EEEa E, BIR a EAA a, A 
THS * 的 作用 ， 我们 把 道 变 换 记 和 作 1. 这 样 一 来 , 对 任意 对 象 
Saz 

os 一人， 
因而 有 
ls 

从 以 上 所 证 可 以 看 出 ,对 和 集合 路 的 全 部 置换 来 裔 ,公设 1 至 
A. SES DH ER ER ap OH 为 具有 za 个 
JERA RASAR p E KA EATE RIEDER Sp. 

EREZET MAH, du M 的 某 些 变换 所 租 成 的 集合 入 是 
të, HS. a) 在 包含 尾 章 两 个 变换 的 同时 也 包 舍 着 


D) RE n te …， rs 的 夯 数 , 在 会 。 中 所有 轩 摸 下 不 变 者 称 为 “对 称 玫 数 ?>。 对 
称 肥 这 个 名 称 的 来 源 就 在 于 此 ， 


Wr Ek L 


它们 的 积 ; b) 在 包含 每 个 变换 的 同时 也 包含 着 它 的 逆 变 换 ; c) 包 
BEMER, UREA O EJER IRE c) 这 一 要 求全 是 多余 
的 ,因为 如 果 s 是 O hE RIRE b), "PRT, 因 
而 根据 as TT DR O, 

现在 让 我 们 再 回 尖 从 的 一 般 理 前 工 来 , 

abc R a-be 可 简写 佐 abc. 

由 3. FE 4. 可知 

a ee = ea | = ga 


AH o pR ERT 


或 
aa = e, 
AHE rt Ze a a E AAR, 从 本 有 到 ，4 
的 一 个 道 元 素 是 s， 其 次 ,从 这 里 还 可 得 出 
de = ad la = er, 
因此 左 单位 元 素 同 时 也 是 大 单位 元 素 . 
现在 还 可 以 推出 估 中 的 (两 侧 ) 可 除 


5, 方程 ax 一 上 在 © 中 有 一 个 稻 ; Ei 方程 ya 一 b BTE G 


k ë ù e 如 È 


+ + ù ù 昌 â e > = E, _  Ă k è > & k è 


RRR x= 一 a'b, y= pa, 因为 我 们 有 
alah) = (ar tó = eb = b, 
(ba Da = beieis be =| bD, 
BR ESME -ERT LA RIPER SS HE REHH ; 
6. H ax = or ;同样 由 xa = x'a ,可 得 出 A rs x, 
由 ar = ax DIS Zeg AT 可 得 yx wv, SS Tel En AREA E 
种 中 的 第 二 部 分 . 


= ZER e 


等 别 , 从 这 里 可 以 推 田 单位 元 素 ( 作 为 方程 ra 一 a 的 解 ) 的 叭 
一 -性 以 及 迁 元 素 ( 作 为 方程 xa = e 的 解 ) 的 唯一 性 .又 中 (唯一 ) 
的 单位 元 崇 常 常 记 作 二 

可 除 性 条 件 5. 可 以 作为 一 个 公 咒 来 代替 到 发 3. 和 4.。 现在 
让 我 们 假定 1., 2. 和 5. 成 立 , 从 而 证 明 3.。 我 们 取出 一 个 元 素 < 
并 将 方程 xc = c 的 一 个 解 看 作 e。， 这 样 便 有 

ee SC, 
对 于 任意 元 素 a, 我 们 解 出 方程 
CA o, 
这 时 便 有 
ca = iN EO 

这 就 证 明了 3.。 AR 4. 只 不 过 是 方程 xa 一 < 的 可 解 性 的 一 个 直 
tetem E. 

这 样 一 来 ， 我 们 就 可 以 将 1,, 2., 5. 当 作 和 1.，2.，3.，4. Efi 
的 举人 设 来 运用 , 

则 过 下 外 一 个 有 限 集 合 , 那 末 53. 还 可 以 用 6. RIR, ER 
们 就 可 以 不 放假 定 除法 的 可 能 性 ( 除 买 发 1. 和 2. Zh), RAIRE 
除法 的 唯一 性 就 行 了 . 

EH. BoE HECER x, 我 们 使 元 素 
zx 与 之 对 应 ， 根据 6. 这 一 对 应 是 双方 单 值 的 ,也 就 是 设 , 集合 加 
PE 1-1 地 映射 成 它 的 一 个 子 集 , 朗 所 有 积 ax 的 集合 ， 然 而 根据 假 
定 久 是 一 个 有 限 集 合 , 它 不 可 能 丢 一 对 一 地 快 射 成 一 个 问 子 集 . 
因此 , 元 素 ax 的 全 体 和 化合 @6 相 -一 致 , 也 就 是 说， 每 个 元 淇 也 都 
可 由 成 5 二 ax 的 形状 ， 这 就 是 5. 中 第 一 项 要 求 所 断定 的 。 同样 
可 以 证 上 明 b = ra 的 可 解 性 ， 这 样 一 来 ,就 由 e, 推出 了 5. 

一 个 有 限 恒 中 元 素 的 个 数 称 为 这 个 替 的 阶 . 


e 29 = 


也 


进一步 的 运算 规律 ， 关于 积 的 族 元 业 , 下 面 的 规律 成 六: 
diese 
HERTE 
{TaT ab) ss blaah) = bb = e, 

在 Abel 二 的 情形 ,将 还 算法 则 写成 加 法 的 形式 ， 郎 不 写 ab 
而 号 a tb, 沟 常 是 化 鼓 合 适 的 ， 这 时 我 们 把 Abed ZAMAR 
模 ( 这 是 前 面 所 定义 的 数 楼 的 推广 )。 在 这 一 情形 下 ,单位 元 来 记 
作 0, 因 为 它 和 整数 柔 欧 中 的 数 喜 一 样 可 出 性 厦 

| DL ar o 
AD, GEI, rr CS a DÉI e — a, 

元 素 / a 十 、 一 上 8) 可 以 简写 作 a— b, Diir RS 
x + $= a tje. 

(a — b) tb =at lbt EIzs et Us a, 


习题 。 1. AZHAR E a EEA EE EA a RE 
Ge E Tiet WEEN 

2. 证 明 元 素 ee 对 下 列 运 算法 出 

Ee = fy ra EZ fy ar = d, aa = g 

H tE, 

注 。 ”我们 可 以 用 一 个 "和 滩 示 "把 要 中 的 运算 法 则 表示 出 来 ,在 未 格 的 最 
-ITARA P T RT A D TERR S eA TREE 
JOEL. Gi AERAN ERA: 


2. Salt e RR. 
Stong bn SS Cd), 简写 作 
abe — $E RE RTR REE TA FARER: 


a 3 =» 


[I e Da ae " Ge 


He) 


RERRME TER n ast mm, WF a <N RERE 
归 的 方式 定义 : 


1 


[| du = du 


U 
n+l 


ll du = (D, NEE 
3 l 4 ' 

特别 ]] <， 就 是 我 们 已 有 了 的 ama, MPE, Il = aeaa 
] 1 


= Laag Jaa, FF, 
HERPA MAMAA HAHA eR TEA: 


myr 
(1) Úe TT am = [I a. 
P=] rat 


PIAH KRES: ERRIRE P ERAB ETE 
Spang TRR, Pi: 
(Cab (ed) = abcd 
PER C) 的 一 个 特例 ， 
当 = 一 工时 ,公式 人 1 是 显然 的 (根据 II- 记号 的 定义 )， BEE 


这 个 公式 对 基 一 值 = 已 元 通明 , 那 末 对 于 下 一 个 伟 = 十 工 将 会 有 


KE 


e op 
ñ Zu ` II Gyt TI an| TI anto amtata) 
1 1 
m a 
= (II dau" II ze Jeton 


om et eat LU 


dëtt ay) amimi = II dër, 


D ETES vu set Lk ECH Be Km Ok CEA A Di 
BX. 


sr 3l e 


这 样 就 走时 了 公式 (1 
ai KEE 
së ERR on 也 可 以 写作 [[ a, 在 去 便 的 情 殉 
1 m+} 


心 
"Fän D II a= e, 
1 
4 MARR TRR AE: 


a” = |] a GEH À = a, ai e aa, RAE, 


FA Ri H RE PH ASE BE AT fF 

C2) g" -qa™ = atm 
此 外 还 可 得 出 

(3) (a Ye = g™” 


EE A OAA AN EE, 

到 上 且 前 为 止 所 建立 起 来 的 规律 C) C), G), HEE h HJA 
到 和 精 合 律 .。 因此 这 些 规律 在 今后 可 以 应 用 于 各 种 不 同 的 系 萄 ,只 
要 在 这 些 杀 区 中 定义 了 积 的 概念 ,并 且 竺 合 律 成 立 就 行 (例如 自然 
A U IE E FTT ERA A, 

如 果 便 中 的 乘法 是 交换 的 《Abel Æ), 那 末 还 可 以 进一步 证 朋 
连 乘 积 的 值 与 肉 子 的 灵 序 无 关 . 更 确切 地 航 : 如 果 中 是 把 自然 数 
ch EE keng e 1-1 RA AR 


+ è p WÙ 和 E E t 


* 1 ar = JI o. 


bs) 
St. Tasi 这 个 断 刘 是 显然 的 。 现在 假 座 它 对 4 一 1 


PN. Ep TE Sigk n PURD 二 nn， 这样 便 有 

ei LENA ai LENA n-k 号 
IN KE we ] Faiet" Gatti" ] dpi TI dipi II Epik)’ ap. 
1 1 1 L 1 


1) k= 1 BAAR o c k RAAR, 可 是 这 和 并 不 影响 
WARA. 


+ A2 e 


现在 我 们 定义 蕉 距 E 一 1 测 它 自身 的 一 个 映射 史 如 下 : 
din) 一 poa) Wk) 
diaiz dën +1) 《pp ëi 
“ 这样 就 可 以 得 中 
k—1 a A s-i 


H Apu "" lI Epo) lI Fliir Fa T ff dét" Gas 
1 1 
nt EE e 


T dv" fa 一 I an 


IS ERER ARR i Abel 华 来 说 ,我 们 可 以 采用 


Aik 
Lei ben 


或 
IT za (i= 1, ni Bessi, nl 


€ ech 

E E ENEE EE 
ee DIR, k BORA HE EE A E, SE ER Apr E H e, 

E EE EE EEN 
W: 

ai es L- 
a™ = Lei, 

计 很 容易 地 证 明 , 规 律 <2) 和 (3> 更 在 对 任意 整 指 数 成 立 . 

在 一 个 加 台中 自然 地 应 把 I as 写成 > s 其 把 a* 相应 地 


Ba, TC Du SC, 这 一 定义 和 两 个 整数 的 积 的 定 Mk. 
对 积 所 证 明 的 一 切 千 芥 ,现在 可 已 应 用 于 利 . 
和 采用 大 法 记 导 时 ,运算 规则 (3) 具有 和 车 合 律 的 形式 : 
noma 一 IER" éi: 


e Zä ar 


而 (2) 则 其 有 ”分配 律 "的 形式 : 
ma na = (m + n)a, 
BETA h Aa sT EE: 
mla + b) = ma + mè 
[RARER laby” 一 , Eix tiII Abel map 
marl. F RRE RENAA, 
习题 ， : 证明 对 Abel TERRA A 


e. HHR S. 的 阶 是 #1 一 【Ev [对 * 作 完 全 归 稍 法] . 
1 


§ 10. P ZS 


春生 的 一 个 非 袜 子 集 8 (O hir E T ARRE — 
个 悍 的 充分 必要 条 件 是 ,这 个 子 集 满足 条 件 1., 2., 3., 4.。 条件 1. 
Brea 4 和 5 属于 8, BO st bo 条 件 2. 对 9 自然 成 立 ， 
因为 它 朗 使 对 O KRASA, Aek 3. 和 4. 断定 ， 音 位 元 素 
在 9 内 , AE o FTUAR TIOR z WEARERS A E KIET 
a, 和 在 这 里 关于 单位 元 素 的 要 求 也 是 和 多余 的 ,因为 如 果 # 是 属于 
a DËS IS, BU ce 也 届 于 gg， 因而 积 ee -= e 也 属于 g。 这 样 
RPEN T TF KRR: 


Ach: O TRETA ETERA ORRE: 


t k à E F% > è F WE WE 0 y ù * > y E 4 


ab 


e j4» 


2. 9 EBA ETER ii Ae EEE a, 

特别 ,如 果 上 是 有 限 子 集 : 那 未 其 至 连 这 里 的 第 二 项 启 求 也 是 
雪 余 的 ;因为 在 这 一 情形 下 我 们 可 以 用 6. ERE 3. 和 A, MAF 
6. 对 9 来 改 是 成 立 的 ,因为 它 朗 使 对 EH 

一 般 地 ,我 们 可 以 把 条 件 1 和 2. 侣 并 成 为 一 个 条 件 : o 在 包 
S aF RAHLA a, 事实 上 ,在 这 一 条 件 下 8 在 包含 
TR a 的 同时 必定 包含 元 索 aa 一 。， 进 一 步 可 知 它 必 包 含 元 素 
ege), 因此 七 在 包含 = 各 五 的 同时 也 包含 闭 大 1 和 at kri 
Gë, 

当 蔡 运算 为 加 法 运算 (在 Abel Fp , 子 全 可 由 下 面 的 事实 
RHR MEERA 和 6 的 同时 也 包含 着 at 5, EEG a 的 同 
时 也 包含 车 一 a。 这 两 个 条 件 也 可 以 用 一 个 条 件 来 代 符 , 印 子 驹 
在 包含 = 和 5 的 同时 也 包含 着 a。 A 

子 村 的 例子 . 

得 一 个 从 都 以 单位 便 多 作为 它们 的 子 兴 ,这 就 是 仪 由 单个 的 
FERRITE, 

a TARARE Err per S, ch ,一 个 最 重要 的 子 
对 就 是 迹 鱼 季 au。 这 个 子午 是 由 所 有 纱 样 一 些 转 换 特 成 的 , 当 我 
FHER hf Aë RTE wn, xz - pe PI, DÉI 

A 一 LE Car 一 rp) 
RRETHE, as AREA, Hen rei, a e 
ZER A KRE. rd ERAR EAE 
换 . 两 个 偶 嘲 换 或 两 个 奇 候 换 的 积 是 候 慢 撞 , 一 个 惕 贡 换 和 一 个 
奇 需 换 的 积 是 奇 填 换 ， 下 第 一 个 性 质 可 知 ,sl 是 一 个 看 ， 由 于 一 
个 固定 的 对 移 和 一 个 偶 置 换 相 芭 的 积 是 奇 置换 ， 和 奇 赵 换 相 乘 的 


-35% 


ET EE EE 


个 (参看 so 习题 6), 

ATEFA SS 三， 中 的 于 且 超 见 ， 我 们 可 以 利用 热 知 的 赴 摸 的 
Gs , 

我 们 用 (pass) Sr TB. EJE P Hip Fa F ti Fa e 28 ia f SES py D 
JAR DE e Erd en EE, ABAE, et E ët EAR T AFEIRA 
E E DÉEN 

i SONN ZONE 
DAT, Eë rA ER tf EI ebe, KRRP DOERR 
IET zeen, cr E DIE Er, län, GER Sé ir en po SE 
{12534} = (2541) 
等 等 ， 

利 忆 这样 一 各 记 法 ,我 们 可 以 扎 S 中 的 31 一 6 AEEA F: 

(Ui Däi (13), (23), C123), (C132), ， 

ATERATEA ATA EE ke bt: 它们 是 . 

Ms: (L); (123), (132); 
S C1), (12); 
Gi: Uh (13); Gi’ (l); (C23); 
Œ: h 
pid KP D, = -E di HEHE AU CS. 除了 dei P DÉI Pl 前 还 
APITAR RER. MARETA te o mg 
PATERA ee ag, Err ERKE, 这 个 妾 显然 包 合 一 
草本 能 的 向 ,例如 ala ibah- (每 个 积 出 ARS Dr aa 
AFTARA HH) te, ke ER s, 
THRRET a, 5， 因而 包 售 着 和 寺中， 因此 后 述 的 这 个 业 
AF 了 重合， 这 样 ,我 们 就 证 明了 了 下午 的 精神 : 
BEX a, b, e MERRE EATARRA 


"went. 一 个 单独 的 元 过 a ER Aen a*n (包括 


+ Zë a 


dei BP , 


这 个 全 是 一 个 Abd F, 
由 一 个 单独 元 素 的 一 切 堵 所 和 粗 成 的 他称 为 种 环 梧 . 
这 旺 可 能 出 现 两 种 不 同 的 情况 。 或 者 所 有 的 需 a 都 是 互 不 
相同 的 ,这 时 循环 全 
eeg Te a al afin 


是 无 限 的 ， 或 者 可 能 出 现 


的 情形 这 时 我 们 有 
att 0)， 

在 这 一 情形 下 , Gu mn 为 使 得 sr 一 。 成 立 的 最 小 下 整数 .。 = 
a’, at, a, te, aT ETE A AARS, EA 

oi = af 《0 bs ben? 
将 会 得 出 

a't = e (Oe A kn), 
而 这 是 和 我 人 对 o 所 作 的 假设 相 违 背 的 . 


ZE m ET Cl 
m -一 ëm +r (Der ai 
的 形式 , 因此 
ët = 一 = Cata" = ens" = g’, 


EBES, a 的 一 切 可 能 的 震 者 已 经 出 现在 氢 列 a, at, +……, a" 
中 了 。 因 此 ,我 们 所 前 痊 的 循环 浴 恰 有 #* 个 元 素 , 即 
a’, al, "re af 1 
数 2 me MERKARI, XARRA ITER 4 Set. 
IR a 的 各 个 震 瑟 不 根 同 AEN THE, 


t 7 和 和 + 


=. BI e 


例 . 整数 
一 2 一 TI, 0,T,2，. 

AMEAZA EMRE — TRIETA, 前 面 讲 到 过 的 对 e, A 
十 阶 为 2 和 3 的 循环 又 . 

IA. 1. 在 一 个 Abel Sta Han re 阶 元 素 的 积 是 一 
个 ma 阶 元 索 , 达 里 汪 和 = 是 两 个 慨 有 大 手工 的 公 因 子 的 玫 数 ， 

2， 企 和 给 一 正 整 数 ", CDR re H San én =” 阶 循环 车 ， 

3, Za ABATAR: e > 1 肝 ,# 一 1 个 对 搞 (12), L3), DI? 
ERTER Ga. 

4. ARPA RER: 5 e > 2 时) 一 3 个 3- 循 环 (123), ENEE 
EA KEEN 

HEREA E rt D ET E Rn a 
Dr/ZtnoerS, o EENDE TERTE, 如 果 g 合 有 
ERARA a", IRERE E sa" 也 属 十 98， 更 
在 假设 a” ETR o 中 具有 最 小 正 指 数 的 元 素 ,我 们 古 明 a 中 所 有 
元 过 部 是 a” GC SS LS 是 8 中 的 任意 一 个 元 染 , 我 们 可 命 

s= om kr 《Dr < mi, 

这 时 oam 一 ao 一 将 是 6 中 的 一 个 元 素 ， 和 着 且 e o. 
由 于 数 m 的 选择 方式 , 必 有 = 一 0， 因此 我 们 有 s 一 gm Wi a = 
Leg, SE, g 中 所 有 有 元素 都 是 sm tE, 

如 有 果 o 具有 有 限 阶 n, sr a, 那 未 由 于 ar 二 e RTR. 
n RES me RER ien, LEE, TA g BIER om ui, ame 
HERM A, 如 果 ER CR. BU A 由 互 不 相 
网 的 元 素 e, oi, afin, . 租 成 , 因而 也 是 无 限 的 . 这 样 我 们 就 
RERH T HRR: 


Ge KKK RITER M) om KERR. ERIRE STARNE 


+ +} ù F? E U > > E E è% _7_ă_a E è & E” _ŭţăE è A F č % # 
| + è E è F+ Yë k è è > E7) * E QA E è% E žř + ë 0 
t > ë è ë & Ñ a ē > ë E â E ē % E ē RW, ñ 4 


+» è ù >ù b ù E ē & E, 00 k E k & & k è% 6 č 4 žk 


§ 11. Stone pg EE 


H G 中 的 元 柴 所 租 成 的 任 章 第 人 台 称 为 尖子 集 。 

两 个 车 子 集 A b 的 积 96 BESTARI 是 的 集合 , 其 中 
REA om A Bon 如果 在 积 g 中 芥子 集 之 一 ; 辟 如 就 9, 是 由 一 
个 元 素 上 组 成 的 ,我 僻 就 把 g5 简写 为 gb. 

TRA FI DOSS 

oC nk) = (gh)h, 
DNH ZC Tr SpCI ae ie, ZE er bon (eso, 
CAL 
如 果 人 春子 集 g 是 一 个 子 靠 , 那 末 就 有 
op =g, 

更 在 假 珊 上 和 日 是 各 的 子 革 .我 们 要 击 , 在 何 种 条 件 下 积 遇 
IR op rap ong CS DC D po, 因为 g# DÉIERE 
EA rT, Ait, EEF 96 ETR, RA 
(1) hg = sh, 

BD 9 必须 和 5 机 变换 。 这 个 条 件 同 时 也 是 充分 的 。 ”如果 这 一 条 
HRX, WA op 在 包 舍 每 一 元 素 ch Goiglpi hië T 20 
Leeder 

gbabh = sabh = 9b, 
g EESE RNA aAA ER, 因此 ， © 的 两 
TERE 9 和 ECO, Bi" na, 这 里 


>» 20 e 


当然 大 不 要 求 & 的 每 个 元 素 和 8 的 每 个 元 素 可 殉 换 。 如 果 可 交换 
性 条 件 (1) R RE gb Me m g A b PTER, 

在 一 个 Abel 车 中 ,条 件 (1) 是 永远 成 并 的 ， 当 Abel MEPE 
HIRIA, g 和 8 就 是 一 个 楼 的 子 模 , REHE o SR Co, bi, 
而 记号 9 +b 如 昔 用 保留 下 素 , 用 以 表示 下 面 将 妈 计 前 的 “站 和 
这 一 特殊 情形 . 

加 果 9 E O peT, a 是 盏 里 面 的 一 个 元 素 ， 基 腻子 
f ag IA g E S hit ERE, ae 称 为 一 个 右 陪 集 (也 称 为 傍 
RRRA) np erop, Bin 二 9。 因此 , o ARE 
搁 梨 ?当中 总 是 有 一 个 陪 和 全 和 gw 自身 相隔 。 

下 面 我 们 主要 讨论 棋 陪 集 ， 但 所 进行 的 一 菇 计 论 也 同样 活用 

DT RS og, An 完 伯 可 以 相等 ,而 不 必 有 4 一 b, BRERA 
要 ah 属于 9g 就 会 有 

bg = dei bg = oi a™hg) = ag, 
PITA R Il RE A A EATER, KEE EEGEN 
A— KREE 
agi = bgi, 
卓 必 有 
ggr = ah, 
因此 aa 属于 9; A EaR, ag 和 B58 相等 . 

每 一 个 元 来 < 都 属于 某 一 个 陪 集 , 印 隆 集 ag, 根据 以 上 所 让， 
元 素 < 只 前 属于 一 个 陷 集 . 这 样 ,我 们 就 可 以 把 每 个 元 素 < 看 作 
是 包含 着 o HREH ag 的 代表 元 素 . ` 

REA hop, EARTE O 的 元 素 的 一 种 分 类 . 
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每 一 个 元 来 前 属于 一 个 类 而 旦 仅 属于 一 个 类 ”. 

每 两 个 陪 集 是 等 势 的 ,因为 通过 ag 一 5 就 可 以 定义 sad 到 如 9 
之 上 的 一 个 1-1 Bug, 

除了 9 本身 之 外 ,其 余 的 陪 集 都 不 是 从 ,因为 一 个 全 必须 包含 
著 单 位 元 案 才 行 ， 

子 敬 8 在 曾 中 的 不 间 陪 集 的 个 数 称 为 8 在 全 中 的 指数 。 指 
效 可 以 是 有 限 的 :也 可 以 是 无 限 的 . 

可 NN 是 蔡甸 的 阶 数 (假定 它 是 有 限 的 )，# 是 8 的 阶 数 , 是 
指数 , 则 有 关 受 式 
C2) N = jn 
K, AHD O ASR i TE EA n TER”, 

在 有 限 合 的 情形 ,可 以 由 《2) RR j: 

N 


ZS e 


ap b 


ETI AIRRA TRR EER AT, 


t EÈ EÈ è ù F S 中 0 g S ë > è E 和 ğě F 


FEHI, ARRA IARTA A hR e EREN, 
那 末 从 这 里 斌 GIE an, 
在 一 个 有 限 愉 中 ， Kee 因子 . 


KZ, ù 由 本 č 4 F "NH 
ke, E, E, REEL, 第 和 和 图 "OT 


"ep Wës GG 即 每 一 个 左 陪 集 ag 同时 也 是 一 个 右 陪 


D EREKE TA EST CL rr Galois 所 首先 引入 的 部 法 : 
© = nug E ag h 
AARRE ER. ESE eg rä, Wir fënt TSG, R 
EE Et E MEARE RSE 
ABER, 
2D SOTERRAR. 得 泡 了 击 明 官 的 意 必 ,必须 引 大 基数 的 积 的 概念 . 
ZARDA, 


s 4l > 


集 ， 在 这 一 情况 下 ,任意 答 定 元 圳 *，, BAR a 的 那个 在 陪 集 必定 
和 包 售 着 a 的 懂 个 右 陪 华 相 等 ,也 就 是 攻 , 对 每 个 元 需 a 都 发 有 
(3) ag = ga, 

BAHE (C), MA Gr a 可 交换 的 子 瑟 8 称 为 S 
的 一 个 正规 子 便 或 不 ETA, 

” 加 果 g KS TH, MAA EEE Re: 
o: = oe: Ahr 一 géng 一 gë, 

习题 。 1. 就 决定 3 Steph, Ges, Tt SR 
TATE? 

2. SERR , 对 任意 子 本 来 稚 ， 一 个 赤 阵 第 中 的 元 过 的 道 元 钥 成 一 个 右 陪 
集 * 霸 由 此 进一步 断定 , 子 玛 的 指数 也 可 以 定 儿 为 右 障 集 的 个 数 ， 

3. WE; 每 一 个 指数 为 2 的 子 到 是正 圳 子 便 ， 例 : s dréi Sir 
中 ,交错 棕 计 是 一 个 指数 为 2 TE, 

d. Abel 玲 的 于 全 都 是 正规 子 型 . 

5 .在 一 个 全 中 ， 和 每 个 元 素 都 可 交换 的 元 素 组 成 这 所 中 徇 一 个 正规 子 - 
县 ( 莹 的 "中 心 ”)， 

e. ES D RO o rie, g 是 G 中 一 个 不 峰 于 单位 可 的 子 
S.C eh RER Ee um DES wm 生成 (大 看 $10), 基 13 8 di am 
STEE E ee m me E g E O HAR. 

7. Sue OG RARER T ERER DAEA, Bio Ee 
中 的 正规 子 全 ， 


$ 12. 同 构 与 自 同 构 


现在 假 规 独 定 了 两 个 集合 喧 和 宽 , 幸 且 在 每 个 集 侣 中 都 定义 
TORLAR. 例如 我 们 可 以 想象 集合 了 和 骂 是 
两 个 全 ,而 元 素 之 间 的 关系 贡 是 由 于 对 性 振 而 成 立 的 等 式 c2 一 c; 
也 可 起 党 这 两 个 集合 是 有 席 的 ,而 所 考 奶 的 关系 是 a > b, 

如 果 能 臂 在 这 两 个 集合 之 问 建 立 起 一 个 1-1 对 应 ， 使 得 在 这 


SR Ai e 


一 对 应 之 下 元 素 之 间 的 关系 避 持 不 变 , 也 就 是 园 , 如 果 Ti 中 的 每 
DER a 有 家 中 的 一 个 元 内 了 与 之 双方 单 秆 地 相对 应 ,并 呈 对 
M 中 尾音 元 来 a，5，*…… :成立 的 竺 一 关系 , 对 领 中 的 相应 元 素 a， 
b, … 也 成 立 ， 而 反 过 来 也 是 这 样 ， 我 从 就 几 ， 这 两 个 集合 (相对 
于 所 考虑 的 关 梁 来 向) 是 同 构 的 , 工 且 写 on E, 而 上 壕 对 应 规 
则 称 为 一 个 同 构 . l 

J Y ARAA AI RA A EE, RE 1-A 1- 
辣 构 这 样 的 发 法 . 

这 样 一 素 ,我 们 就 可 以 讨论 同 构 的 价 , 同 构 的 有 序 和 集 或 相 侯 有 
FT 两 个 侧 之 间 的 一 个 同 构 ,就 是 这 样 一 个 1-1 映射 
a 一 了 在 这 个 映射 之 下 ,上 由 ab = c BIH a5 = 2 CR mr. Im 
在 这 个 映射 之 下 与 积 zz 相对 应 的 蚌 积 a. 

正好 和 象 在 一 般 集 合 论 中 势 相 同 的 集合 彼 看 作 是 彼此 等 价 一 
样 , 序 型 理 蓄 中 的 相似 售 , 圭 散 中 相互 同 构 的 双 也 看 作 症 本 属 上 相 
同 的 对 象 ， 在 某 一 集合 中 的 已 输 关 有 条 的 基础 之 上 记 能 建立 起 来 的 
一 切 构 合 和 定理 , 都 可 以 十 接地 应 用 于 每 一 个 和 它 同 构 的 集合 . 
举例 来 说 ,如 果 在 一 个 集合 中 定义 了 季 积 的 关系, 并 且 这 个 集合 和 
一 个 华 同 构 , 闻 未 这 个 集合 本 身 也 是 一 个 从 ， 同 构 把 单位 元 素 、 遂 
元素 和 子 剧 仍旧 映 成 单位 元 尝 、 逆 元 过 和 子 源 . 

Sp. RATES M 和 各 彼此 重合 , LAED, 如 果 所 考 
串 的 对 应 双方 单 秆 地 把 每 个 元 素 a 映 成 同一 集合 中 的 元 毕 z, H 
且 保持 元 素 之 击 的 关系 ， 这 样 一 个 对 应 就 称 为 一 个 自 疝 构 ( 或 1- 
Gm) 

Zen, 当 mm 是 整数 的 集 台 ，, Ire E bet E Re 
关系 4 到 五 时 ,对 应 

a 一 ”了 十 工 
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就 是 一 个 自 辣 构 ， 因 为 这 个 对 应 把 幕 数 的 集合 双方 单 值 地 映射 成 
HES, EHA aahi a t iatl, 反之 亦 然 . 
一 个 集合 的 自 同 构 在 一 定 的 程度 上 表达 了 这 个 集合 的 对 称 性 
B. 事实 上 ,一 个 几何 图 形 的 对 称 性 穹 昌 瘟 味 着 什么 昵 ? Ger 
裔 ,人 萎 可 以 悚 其 坚 亚 换 (4 反 和 泉 、 许 转 等 等 ) 变 成 其 自身 ,而 在 这 些 变 
换 之 下 某 些 关系 (如 距离 、 角 度 、 相 对 位 置 等 ) 保持 不 变 , 用 我 们 的 
SS WCS, ME TI, CH SR e deen, GES GE o Tei 
EI. 
两 个 自 同 构 的 积 ( 即 $9 中 所 讲 到 的 变换 的 积 ) 显然 仍 是 一 个 
自 同 槐 ,一 个 自 同 构 的 道 变 者 出 是 一 个 自 同 构 ， 因 此 ,根据 59 ,一 
个 尾音 集合 (其 元 染 之 间 定 你 了 任 闪 其 些 活 对) 的 自 同 构 绷 成 一 个 
特别 ,一 个 价 的 自 同 构 本 身 双 租 成 一 个 侍 ， 我 全 要 对 这 些 自 
同 攀 当中 的 并 一 些 作 进一步 的 郑 尝 . 
发 < 是 一 个 国定 的 双 元 素 , 那 末 把 * 变 成 
C1) E 一 axa 
的 变换 是 一 个 且 同 构 。 首 先 ,由 (1) HD DESS r 来 : 
x 一 alfa, 
Pilk A EDL EA, HRZ. RITA 
CNR = ée t'aya! = 
所 以 这 个 对 应 是 一 个 同 构 对 应 . 
RFID xat Rp * 各 a 变换 得 出 的 元 党 , IRER x 和 
sa HIER C CR e 所 决定 的 自 辐 构 x 一 axa™! 称 为 
车 的 内 自 辕 构 。 所 有 其 余 的 自 同 构 ( 如 果 还 有 其 余 的 自 间 构 的 证 》 
称 为 处 自 周 构 . 
在 一 个 内 自 闻 构 x 一 ara! 的 作用 之 下 ， 子 车 o YATA 


+ A4 >» 


alay Ja ™ = xy, 


aga, ATTEN ED o AETR, 


KE ù 里 里 


加 果子 伟 8 AEPA AHE E EK ER EE a 有 


(2) aga "` = ü, 
RREME TE o MAJAR o Ai, 
al = ga, 


因而 8 EERTE ($§$ 11)， 因 此 ,我 们 知道 : 
GET 
ENER Ee KE eg E 
N. 
SPF C 也 可 以 内 一 个 较 弱 的 条 件 
(3) aga Cg 
来 代替 寻 果 (3) 对 每 个 元 素 # 成 立 ; 那 末 寂 对 元 素 a ~ 也 成 立 ， 
Di 


C4) 
g S age": 
由 (3) 和 {4) 即 可 得 出 C2) 来 . 因此 


a'ga Cg 3 


k 和 


习题 。 i. Abe! FERAI ZA AREA H R RELE 
FEFEFE 


组 成 ,六 具有 运算 法 则 


= 二， 
gó = ba — ge, 
be == eb = g, 
eg == de zë 
Gu Sir Z ARCAN A RA EAA 1 At Et, 
2. E— NERE, TS 5 RRL bd 可 以 用 下 面 的 方法 
得 出 : 上 先 把 5 吉成 循环 的 乘积 ($ 10), ERE o JEET EE ER 
AS. DREES E RL we, 升 和 用 这 个 定名 来 计算 abat, 其 让 
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b = {12X345}, 
a = (2345), 

3. BREYR 人 3 HAI E BA ARAARA B EH 

4. AE S AT E E 

aj EE Has 

b) “Klein PER” Bo CAAH 

C13, KIZI K34); Cl13)C24), (C14){23) 
HH. BEA Abe g ARE aE Aa. 
5， 冰 果 gg 是 名 中 的 一 个 正规 子 震 :, 而 多 AAR 
oC oC o, 
Bio Rb, 

6. HARAR JEEE E. 

7. EAE D p RETR e 可 交换 的 元 素 * , 印 满足 条 件 
的 元 素 * 粗 成 一 个 一, 称 为 = 的 正规 化 子 。 。 的 正规 化 子 包含 著 a 所 生成 的 
循环 他 作为 一 个 正规 子 芥 。 和 = AUDE ERT Et EIER Le G 
HEHA. 

8. SG ëngem lge RATTE plan, er 
TERTRE O 的 阶 数 的 一 个 因子 。 单位 元 素 和 每 个 中 心 元 素 
($11; 习题 5) 单独 构成 一 个 类 . 

9. 朗 在 一 个 阶 泡 p"(p uge Ener, SA r A DEE E E 
Ra, ERISD on Renn, BIR 

Sp = a Leg t aa Ee, 

PAREREA: 1, on EE ORAT RIEA AAEE 

SH l 


$ 13. Hi. EATE. ME. 
STëmm pE TEER, RN 中 的 每 
个 元 素 a AA N 中 的 一 个 元 内 a 与 之 相对 应 ,并 肛 
1. R 中 的 从 个 元 素 4 至 少 和 M 中 某 一 个 元 夷 相对 应 ， 
2 对 汕 中 的 元 坡 苞 立 的 每 一 关 委 对 下 中 的 相应 元 素 也 成 立 ， 
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那 采 这 祥 一 个 对 应 就 称 为 一 个 同 态 ， 及 称 为 N 的 一 个 辐 态 象 ,或 
ARE him. 

Ilzezb e biSi8 M ~ M RET. An än 0. 也 就 是 发， 
TEE ET EE 
DI, 

An BDT E bot Ai Sr re (ënn, HELER 
Din RE ies Eft gier tel pol ti 

Zb M 中 的 那些 元 素 , EAR FS D 中 辐 一 元 
素 5 者 ,可 以 归 为 一 个 类 驴 每 个 元 素 a 赂 属于 一 个 而 且 仅 属于 
一 个 类 ma。 KARER EA M 可 以 分 解 成 为 计 多 元 素 类 , 这些 元 
FAM D 中 的 元 素 双 沪 单 值 地 相对 应 , 

W. ”如果 命 单位 元 来 和 基 一 章 中 的 每 个 元 素 相 对 应 ， 所 得 
到 的 就 是 这 个 看 到 单位 全 的 一 个 同 访 。 同样 ,如 果 命 数 十 1 EI 
证 换 相 对 应 , 命 一 1 和 奇 前 换 相对 应 , 就 得 到 置换 靠 的 一 个 同 态 ， 
Hiki 十 1 和 一 荆 的 乘法 地， 

如 果 将 整数 和 瑞 成 基 一 对 中 元 素 4 DO a”, 那 示 这 个 映射 就 
是 整数 加 维和 元 到 = 所 生成 的 循环 恒 的 一 个 同 态 . 事实 上 ,在 这 
个 映射 之 下 和 m 十 n DÉI SIE RED Amis 一 aa, 如 时 4 是 一 个 无 
限 阶 元 素 , 这 个 同 态 就 是 一 个 同 构 . 

现在 让 我 们 专门 研究 FHKE, 


t ë ù e Ẹ 4J Żě é + 
T ? FÒ ù 省 Ñ a è F ê k ë A A >: Ñ E E k ř È è k y F 


"e DEG REPER, b, tant 
Ze, SS bus, Ga b, e DIS. Hi 


在 本 = og: be 


其 次 ,由 l 
T. (对 所 有 的 ai , 

可 得 7 
55 =a 【对 所 有 的 a), 

i . 
ba =e (b= 4) 

可 得 


ba = 2, 
Dor G hE AATRE, HATER a Mt 28 R. 
THER, o Ke Hib RIEA T T EA: 
MARRA E L IR EE FRE ARTIR, 
O ERER EEA — 久 所 决定 的 分 类 作 更 深入 一 步 
的 考察 ， 在 这 里 我 们 要 建立 起 同 态 和 正规 子 价 之 前 的 一 个 重要 关 
SS. 


rk + 上 和 


SÉ. HARRE e rr AuR am 5 室 这 个 同 楚 映射 
成 =, Hi 25 KRR A = a 国 此 在 包含 任意 两 个 元 此 的 同 
时 世 包 售 着 它们 的 积 。 HA, a RE ei e, BIR: e Aë) 
合 着 每 一 个 元 素 的 道 元 潮 . 
APESE ee 中 的 元 素 双 都 稚 映 射 成 元 25 A 反之 , 如 果 
o SHEI o, 那 末 可 以 找到 一 个 元 素 * ,使 得 
ax = 人 


这 时 将 有 


e AR a 


GESA, 
a 
r=, 
AER, * 属于 e, AM 4 TF ae, 
这 样 ,全 O pR A LRE A E AEE ae, 
SE m PEHEA] ARERH, oe o 的 元 素 业 同时 也 必定 是 厂 
ME ee, AIE, ARR A E RAE 
GE = ta, 
DU e Kr IERre et T A8 DIS BD, 
TATA e rh Dër St Dr A EI Il e Tele D ES CCS e, 
ATERT RERA resp, 
"TT TT BERERE T S 的 一 个 


密 由 
T E 和 和 a â A â 和 ē E 0 


HEH. RPS o KERESHE NISSE 
Go 岛 HER, Jomes, ERTE o 的 两 个 陪 集 的 积 仿 是 一 个 
FS, 并 上 且 和 如果 a Bram ap, 5 WT ro, BI ab RTE 
og bg = abg, KE ARRERA EST O Re, A E 
一 个 同 态 于 O erg, RPPN O a 9 AR AS 

lt: 
KETE, Gin 的 阶 就 是 8 的 指数 ， 

这 里 我 们 可 以 看 到 正规 子 堆 的 基本 重要 意义 : 它 使 得 我 们 能 
驶 造 出 同 态 于 已 答 春 的 新 潮 来 . 

我 们 看 到 ,如 江 一 个 大 e 被 间 态 地 映射 成 另 一 春 8, 那 末 名 
pel e 在 O 中 的 陪 集 (双方 单 值 地) 相对 应 ， 这 一 对 应 
“显然 是 一 个 周 构 ， 事 实 上 ,如 果 ag 和 bg 是 两 个 陪 集 ,其 它们 的 积 
e A7 e 


将 是 abn 这 三 个 陪 集 在 G 中 的 相应 元 素 将 是 4, F Cad), ME 
EN 


(ab) = a'b, 
这 样 一 来 ,我 们 就 得 出 了 
Dre = 
RFE, AFTREE T EIRE, 


E è E % e + #þ 
tE 4 ù F ë% E, ē E ğ 4 


ERTED. 

HE. 1. 每 个 村 GO HATENE AARS: OE 二 GE S/S = €. 

Z. SES DIS (Sa Ue) 是 一 个 2 ETIE. 

3, Kien HER 2 习题 411 a S8 和 G3 AH. 

4. Q O 中 港 如 abe 让! ARR (ehrn äi TE, A G 
ARETE nr, COMAE Abel 一 ， 如 果 一 个 正规 子 
SARE Abel SS, Zär CR re E er, , 

5- MATE e ERRE EI g 为 正规 子 芝 的 生 pn be 
为 g ERHET. b 人 中 的 指数 邹 @ 中 和 9 AER SR 

€. 如果 G aA, a 是 它 的 生成 元 , 9 是 一 个 指 狐 为 省 的 子 土 ， 
则 名/g Ste EE. 元素 1; e, at, ee, anl 可取 为 8 的 陪 沫 的 代表 
Tk. 

在 一 个 Abel 举 中 ,每 一 个 子 恒 都 是 正规 子 芋 (参看 $11, 习题 
4)， 前 面 已 释放 过 , 如 果 把 全 运算 记 成 加 法 , 那 末 Abed RAHET 
FREAR, a 十 DAO MA pge, me G/M gu 
称 为 如 对 M eR, 

BAER a, 2 悦 于 同一 同 余 类 ， 当 上 且 仅 当 它 们 的 差 属 于 N, 
这 样 两 个 元 素 称 为 对 pl RITE 

~ a = (mod W), 
或 简写 作 


e BD e 


a = KM), 
AE a A e COM) AA, MERR G ~~ O TARER 
的 相应 元 过 #,5 Jas: KS, An a = A, Hja = bmod WM), 
Zeien, TEE erh TE m A E ARD Er 
SS Rat, nz, — b HE m ke, REDARE 
a = blm), 
在 这 一 傅 帝 下 同 余 类 可 由 0,1,2,…-, m — L RRE, 而 同 余 娄 


模 划 是 一 个 所 阶 人 循环 必 。 
20. ?7. 每 个 # 阶 循环 伟 部 和 整数 加 于 对 整数 mm 的 同 余 类 伙同 构 ， 


e 31* 


第 三 章 环 与 域 


më rr. Srt. bad AIRI E IE DS: 
TEE TEE EH 
EE E 


§ 14. Jh 


` REBRA hé e ale SS Ss Een DR E A E 
E EE EC Neel EK A 
等 等 。 以 后 我 们 还 会 有 有 完全 不 同性 质 的 对 象 : 起 复数 , 同 余 类 等 
锻 ， 因 此 有 必要 以 一 个 共 辣 的 称 念 把 这 些 对 象 构 括 起 来 ， 并 且 一 
般 地 来 研 完 这 些 柔 寿 中 的 运算 规律 . 

上 所谓 具 有 两 个 运算 的 系 粮 不 古 指 元 洪 < 2 的 一 个 第 合 ， 
其 中 每 两 个 元 素 2, 都 唯一 地 决定 一 个 和 ath DS ro A, 
它们 还 属于 这 个 集合 

一 具有 两 个 运算 的 柔 统 称 为 环 , 如果 对 十 柔 和 烷 中 所 有 的 元 颖 ， 

[加 法 的 规律 

b) AmE: +t Ae GF oe, 

EN 方程 a rss Ė 的 可 解 诞 "对 所 有 的 4 与 五 ,、 


1) 解 的 唯一 性 不 必要 求 , 凡 后 可 蕊 推出 . 


+. BI e 


I. eege, 

nm. 29. 

ai atb d eiss ab t ae, 

bO (B+ c-a = ba + ca, 

HRE, MMRR AE: 

I. b atd zs ba, | 
那么 这 个 环 吏 称 为 诡 搞 的 ,以 前 我 们 芍 到 的 主要 是 交换 环 ， 

湛 于 加 法 的 列 律 。 三 条 更 律 la, b, c AKIE H Ir 
TRR TAREE Abd SS. 因此 已 前 对 于 Abel iE T AE 
理 例 可 以 搬 到 了 环 上 六 :存在 一 个 ( 且 只 有 一 个 ) 堆 元素 0 具有 人 性质 
. 4 十 0 二 a 对 所 有 的 a， . 

对 于 每 个 元 素 上 还 有 一 个 负 元 素 一 a HEER 

—ata=0, 
Jka + x = b AAEE n ënn, FE EAE MEAS E GE GO KR 

x=— atb; 
RRAN b — a, AAE TZA 
a — b =at (— È) 

ARBiH ARA, PAETAE E, SASAE RFA E, SS 
Si 

[a — b) — c = la —c)— h, 
等 等 。 最 后 ,一 (一 a) 一 4 全 a 一 4 = 0., 

关于 逢 合 律 ， 正如 我 们 在 第 一 章 $ 9 中 看 到 的 ,根据 鳞 法 的 
HERAA Lee vd See 


D IER SES, 


e Bä ew 


并 且 有 十 要 性 盾 


H kv 


H 
II a, Il emt = II r, 
i 


了 r=1 


PFP AELE FN 
3 an= a t a H y= 十 aas 
1 


F BREES EME HER 


E 


eis 


San t D an = Ñ a, 
1 i 


Im =1 


+ 


利用 Ib: 束 加 和 中 项 的 次 序 可 以 任意 改变 :在 交换 环 中 带 生 积 也 有 
MRENE, 
RTIRA HEARE, IIb B ARM E Ma 的 
HERM. 
Xİ r JEA HANER Ma rapt 
alh + h t e H Ba) = ab, + ada + e Lk aah 
同样 由 Ib HEH 
Cart art a) tab 二 Tad, 
把 二 者 合 超 来 束 有 通 第 和 的 梁 积 的 规律 : 
{二 十 ay 本 十 一 :十 Ee 
= a 二 + ge 


e 


KEN E 
alb ch = OË ac, 


s BA sw ` 


TR 
alb — c) + ac = alb — e + c) = ab 

即 得 . 

特别 地 是 

DI = gala — a) = ata o dra SÀ, 

AREN PAPER E SPR. 

ETEA RRE, vr EERE Or: AEA 

obs 0, a0, bo. 

在 这 个 情形 ,我 们 称 2 5 i ARAT, RUE, o RI, b 
EGPA, ERr ARTEAGA EA RR D e A 
RSR Zeien Du. o Site. MRA 2 0 jE 
ab = DÉI. 

ARER RRR CAL tr RES A, ERR, H ab = 0 
RETER, MA ERRA EI, 

例 ， ”所 有 开始 时 提 到 的 例子 (整数 环 , 有 理 数 等 ) RETS 
因子 的 环 . 区 有 间 (一 1, 十 1) 上 各 和 烤 凋 数 的 环 有 替 因 子 ， 因 为 对 
于 

f = fair mast D, x}, 
g = g) = max(0, — x), 
A f = 0”, g Æ 0, fg = D. 
习题 - 1. EES (ay ei HFE 
(oi, a2) + Ci, $2) = Lo + Éis est Aa: 
Cala gz)" Çi, $2) = (ein, s362) 


D REEERE F0 的 元 素 . 
D 7 AE 7 不 基 零 图 数 。 这 并 不 是 说 了 完 从 不 取 零 作为 画 数 证 


. 53>. 


HR- A RATH. 


| 
d 
! 
! 
: 
2. WR 4 Rer, WAHE Ap = ayit a hE., CE 
EES s + o AGR.) 


3. ATT EAP DERAZA EN CAER EHEER | 
EH 


Sieg om riet 。: 

ex= E 对 所 痛 的 # i 

HERTA — AE hR el: 

e = E 对 所 有 的 r, : 

那么 它 科 必须 相等 , 因为 : 

e = ep = e. | 

干 是 每 一 个 熙 单位 元 素 和 左 单位 元 素 都 等 于 。 ， 我 们 简章 地 就 称 

e 为 单位 元 染 并 目 说 这 是 一 个 具有 单位 元 素 的 环 ， 单 位 元 迪 常 党 
就 用 ! RT, RATSA 1 是 需要 区 别 开 的 . 

五 数 粗 成 一 具有 单位 元 素 的 环 , PERLER RATER, ， 
存在 这 样 的 环 , 它 有 一 个 或 者 诗风 个 右 单位 元 素 , 但 是 油 有 左 单位 | 
元 者 ,或 者 反 过 来 . 

HER. ”发 =。 是 -具有 单位 元 素 。 的 环 中 任 冀 一 个 元 素 ， 
PTER a 的 一 全 在 道 是 指 这 样 一 个 元 圳 eph: 


apa 一 e, 
ADATE wj: 
sal = e, 
如 果 元 党 4 EAA AAN, MA ETIE, A 
ag = au aay) = (apaja = aps 


因此 = MAEN SAREA, EAERI: a 有 省 
ILSR» E E D e D at, 
Am 在 第 一 章 中 已经 看 到 ,根据 辐 合 任 , 对 于 每 一 个 环 


- To 


元 素 = 我 们 可 以 定义 填 后 人 2 是 自然 数 )， 攻 适合 通常 的 规则 : 


g”. Oo grtn 
(1) (an "mm = 一 Band 

(ab = a'h", 
BARRA ERAI ROL, 


MRANA AERE a 看 道 ， 我 们 还 可 以 引入 次 数 为 
FRARI- RAN C) RRM. 
Dik St o PR AEAT 
nta (=a -tate La nA} 


并 和 且 有 
na + ma == {n + mjad, 
nma = Am' d, 
(2) ala t $) = pa + nh, 
EMT = na' = snb, 
RATE 


(— n)a = — fd, 
于 是 规划 (2) 对 于 所 有 的 整数 4 m (E KAZE. 
应 该 社 写 ,不 能 把 n'a TARADA IEIR been DD. ärm 
n 不 是 环 中 的 元 迪 , 而 是 由 外 边 引入 的 一 个 整数 ，。 如 果 这 个 环 有 
Ai, WA na 可 以 写成 里 正 的 乘积 ,部 
na = n'ed = eA, 


: JM. 4. SCD, CET E T GATERA. FRL 
Keup, — NEARE h Eh ANTR 0 ARR 
ZAR AES CARTE RC E). 

5. TERAH TI wee er RRC ees, 


a a A na A 


[a Lis 一 ap 十 (7) a + (» ) e028 二 DEM 


= 57a 


gt, Jess 


s(a — ipele) si 
(EE 《办 一 KML 
6. EREE e 个 元 过 的 环 中 :对 每 个 有 


GA = Ù, 


[SA $ 11, IRAE T a” = e] 
7. 如 果 a 与 加 可 交换 ,部 ab = ba, BE a 与 — b, ta nb, 与 人 4 也 可 次 
HA. 如 [ 困 4 上 与 5，e 可 诡 措 ,那么 a dab +e be AE CH 
HRO 一 个 环 称 为 体 ,如 果 
a) 它 至 少 有 一 个 非 需 元 素 ， 
b) 方程 


axt = ’, 
C3) dé =i. 
HEE a = 0 DI ES 


DUR TE, EEA, 0 EBER ARY, 


IETA OE), H a) 与 b 可 证 朋 : 


c) 存在 一 个 左 草 性 元 这 <e。 AFARA A0, M 
xa = a, BLERA e, 


如 时 ó RE, MAMEDE ax =b; Bie 
推出 


eb 一 eax = ax = h, 


-同样 ,存在 一 个 右 单位 元 素 , 因 之 ,存在 单位 元 素 ， 
由 c) 1 BÄI 


2 1 Se 


EI 


4d)》 对 每 个 a A 0, et E, lege e, 因 之 , 存在 
EAER HAREN G, H c) 与 d) 反 过 来 可 以 推出 b). 


1) 有 些 作 者 把 体 丈 交 城 ,然后 芬 成 问 换 的 与 非 交 换 的 城 ， 
e Jý e 


上 wël 


A8. s. TER Looaezb, 
体 没 有 需 因 子 , 因为 由 a5 一 0,4 #0, eeneg a~ r BNIE 


t è ù uv F 省 


MRE E a ke 


C3) 的 解 就 是 
一 alh, 
y 一 be", 
在 交换 的 情形 有 有 45 二 a RIRS È, 
人 让 Ve Me 
HAREN re DEE EEN ir 10 AT 
恒通 过 分 配 律 联系 起 来 ， 
W. 4. 有理数 ,实数 ,复数 都 组 成 域 ， 
2. 我 们 烷 碎 下 的 办 法 构造 一 个 只 由 9，1 栈 个 元 素 组 成 的 域 : 
箭 法 就 枕 通 常 0, 1 过 两 个 数 的 乘法 ， 对 于 加 法 , 0 Ree, 
ds dis ËNNEN lh EE ENEE 
拇 分 1 EE Ee aE 
($10), IL Ip eo 8 eier, D DG ec 
通 的 数 0, ! 是 成 立 的 。 至 于 第 一 个 分 配 律 ,我 们 列举 所 有 的 可 能 
HARER: Scho re, Sé bëssen, AART RAE 
验证 
(AE WAKREG ENN 
这 个 妇 靖 为 0 = 0, 最 后 ,方程 1. 一 对 每 个 上 都 有 解 , 解 就 是 
d, 


e 59 a 


习题 。 ，. 构造 一 个 三 个 元 素 的 域 .[ 首 鞠 计 喻 , 它 的 加 法 与 老 法 过 可 
能 有 怎样 的 竺 构 ,] 
10. 有 限 多 个 元 素 的 闭环 是 域 。 [次 看 第 二 将 $9 中 相应 的 蔡 论 定理 .] 


515. MSSR 


Se, 5 ERAN EHARA See 上 的 呐 射 ,这 
ERR, S 中 每 个 a AA 吕 中 一 个 元 素 a 与 之 对 应 并且 对 于 已 中 
每 个 4 都 至 少 有 全 中 一 个 元 素 对 应 过 来 ， 这 个 映射 称 为 同 态 映射 
“有 时 简称 同 态 ), 如 果 由 a 一 #5 与 5 一 5B 必 有 

a + bath 
与 


EH EECHER 

EStrëneng- "ia wS ~S, 

如 果 这 个 映射 及 是 1-1 的 ,这 就 是 设 , 与 每 个 # 对 应 的 恰 有 一 
个 元 素 = ,那么 它 就 称 为 问 构 映 射 ( 有 时 简称 同 构 )、 读 为 6 E, 
REE S 5 ere neien, ER S ~ E Reng, 传递 的 并且 
D a EE EZE G.R big ei, Sr DES 

H. Saz RS R, 并且 
Get E EE TEE 
一 样 : 

Sa, b, = 是 痪 中 任意 兰 个 元 素 . 为 了 证 朋 各 条 运算 规律 , 葡 
AN CE + z) = a2 十 ac AER a, b, eZ a,b,c, AAR 
是 环 , 所 以 at5 + c) 二 a5 十 ac EE E E a 
c)=ab 十 45。 所 有 的 和 铺 合 ,交换 和 分 配 律 可 以 同样 证 明 .。 为 了 证 
朋 方 程 z 十 * 二 5 的 可 解 竹 ， 任 取 2, $ ERG a, A, MA at 
x 一 五 :经过 侣 态 映 射 即 得 = 十 之 一 2 l 


= ü a 


ERT, NAPT OFERTE deier 


= ù x è e ç è e € + ç + > Ñ nh 4% y è k: Ñ a E E E A b 


TE bot ES, 

og. R Säi, SD AS. 

SE E e 下 面 我 们 将 看 到 , 页 E EE EG 
Sp, AAMER, 如 果 映 射 是 同 爸 的 , 2 D Se 
的 全 部 代数 性 硅 ， 由 此 推出 

坚 环 与 域 的 局 构象 分 别 是 整 环 - 吉 域 . 

下 面 的 定理 在 这 里 看 起 来 几乎 是 没有 什么 意义 的 ， 但 是 以 后 
我 们 会 看 济 它 的 重要 作用 : 


RR 5o & A E ARI. S KEREN) R 


E ù + + b 电 重 


vn. EE 
下 与 它 全 对 庶 的 元 素来 代替 ， 对 于 原来 的 元 素 与 替 进 来 的 元 索 我 
PANEEL ALSP EENIAS er 中 的 和 与 积 对 应 。( 例 如 ,在 代 
ERTA Ab 一 e ai SÉ e IER, A 5 ei BEIER EE. 那么 
就 定义 : ab 一 “.) 这 样 , 我 个 就 得 到 一 个 环 e 一 5', 6 确实 包含 
R, 


$16. 丙 的 构成 


如 果 交 反 环 Ri Ep p, oa D H HRR 

以 作 商 
r = ab! = pal A së oi. 

1) Has = ba JEH abt m Big, AR E A AERE b R, 


e 5l 至 


Vi 


对 于 商 , 下 面 的 运算 规律 成 立 : 
1 BR ad be 


中 


(1) 


ole el © |a 


ala 
e, 
6 


e Lëtze) A4 我 们 就 得 到 等 式 ， 再 由 
bdx = bdy 推出 x 一 y， 这 就 证 明了 以 上 的 规律 ， 

因此 我 们 看 到 , 商 2/5 想 成 一 域 P, CIRIA R 的 商 域 . 
出 规律 (1) 我 们 还 看 到 ， 只 要 能 对 分 子 与 分母 , 也 就 是 R 中 的 元 
素 进 行 运 算 , 那 么 分 式 的 相等 , 相 加 与 望 乘 的 方法 也 就 知道 了 , 换 句 
zeg, VE P 的 结构 完全 各 条 的 精 构 决定 ,也 就 是 : 同 构 的 环 的 商 
域 也 辐 构 。 特别 ,一 个 环 的 两 个 商 域 一 定 是 同 构 的 ,也 就 是 ;如果 
环 先 有 商 域 ,那么 商 域 P 在 同 构 之 下 是 被 环 A 唯一 决定 . 

我 们 现在 果 : 什 么 样 的 环 有 -一 个 商 域 ?9 或 者 换个 设法 ,什么 样 
gare et DIR REI 

MER R 可 以 嵌入 一 个 域 , EE R PRAF A 
子 ; 因为 域 是 没有 霉 因 子 的 。 在 爽 换 的 情形 , 这 个 条 件 也 是 充分 
的 :每 一 个 整 环 都 能 够 典 入 一 个 域 

EH tung bin 3 只 由 单个 的 老 元 素 租 成 这 个 平 几 的 
情形 除外 、 我 们 考虑 所 有 元 素 偶 (a, A7. b 0 的 集合 ， 这 样 的 
元 案 偶 下 面 将 与 商 a/5 对 应 . 

我 们 规定 Ca, b) ~ Ce, d), 当 a4 Ae, Lë En Eng 
(7.1 d pa DEE A E pr ale, 它 也 是 传递 的 , 因 

D TJEän wot CS Di To, A ERTER SS A. Malcey: Malå. Ant., 
133 (1536), 


+ BI = 


为 由 
Ca, E) ~ Les di Les d) ~ Les D 
推出 
ad = be, ef zs de: 
Am 
adi = bef = bde, 
根据 d 6 0 AR R Aa Epi: 
af = be, 
Ca, b) ~ (e, f). ' 
因 之 ,关系 人 ~ 具有 等 价 关 有 系 的 侍 部 性 盾 ; 根据 第 一 章 $5 E 
就 对 于 元 素 偶 (ee E) 定义 一 个 分 类 , 等 价 的 元 素 避 属 于 同一 类 . 
ARI Ca, 5) 所 在 的 一 类 用 符号 a/b am. MAEL, a/b 
= c/d 当 且 仅 当 (ae E) ~ Ce, 4), 也 就 是 aa = be, 
相应 于 前 三 的 公式 (1) 我 们 定义 这 些 新 符号 a/b 的 和 与 积 如 
TF: 


d+ be 
C2) f Enf 
b d bd ? 
b d d 


这 个 定义 是 售 理 竟 ; 因 为 首先 : 当 五 过 0 5d A0 HA bd A 0, 所 


以 SE ke ECK 


与 二 中 代表 Ca, 5) 5 Ce, d) 的 选择 无 关 ， 在 (2) 中 把 < E bih 
成 a PE, 这 里 
ab = a'h, 
于 是 蕉 出 
adb = adb, 


r 村子 a 


adb + bch = adb b bech, 
(ad + bobda = (a'd + Eelëd, 


从 而 
adt be __ adt Ae 
bd = Sé 

[ERE l 

ab = ba, 

achd = a cbd, 
ae aec 
bd Va’ 


把 te, d) W A1 BAER E cz 一 “也 
不 难 证 明 , 全 部 域 的 性 质 是 满足 的 .， 例如 ,加 靶 的 结合 律 融 


是 : 
(+e) cf +de _ adf + bef + bde 
2 d f 5 df bdj 
(=+ p2 aithe, e _ adf bt bde 
b d 1 bd f paf > 
HEARERS, 


TAE RR TARE, "D TREBA R, 我 
PLEAR ERS 只 的 元 素 等 同 起 来 ， 作 法 如 下 : 


让 所 有 的 商 e HER c RJE sc 0。 这 些 商 都 相等 : 
一 z4 ， EH Cea) = BCer’), 
REENER e 只 与 一 个 商 对 应 . PIESE c, c’ 对 应 的 商 也 
不 出 ;因为 由 


推出 


e Gä sw 


由 于 5 0, E 0, PAETA ARAE: 
e sé, 
因此 R 的 元 未 1-1 地 对 应 到 某 些 商 , 
MRE R 中 at a= a RE an= cn MAX TEER 
Au së 0, h së Oo MR h = hh B 


— O m ~ Mma 


或 者 


ZZ DN bib Ba 


对 应 的 商 2 这 E DISARI SIRC o 是 一 致 的 ; 它们 组成 一 
DER 闻 构 的 环 因此 我 们 可 以 把 商 他 Sur: DEE 


Ski GEEaatnn T , GrbeZz x 

TERAH TÄHTEDE R 都 存在 一 个 包含 它 的 域 . 

构造 商 域 是 由 一 个 环 造 出 另 一 个 环 (: 有 时 是 域 ) 的 第 一 个 方法 . 
例如 ,的 这 个 方法 由 通常 的 整数 环 C 就 得 出 了 有 理 数 域 T， 

习题 。 ”道明 :每 个 详 换 环 沉 ( 有 或 者 让 有 零 因 子 ) 都 可 以 竺 类 一 个 " 商 
Io CERAH A 取 溃 所 有 的 非 零 因子 ) 检 成。 一 般 地 ,家 1 是 非 
FATAR ERBER: Som, A ST M, BI bb, 世 属 于 M, F 
AM sf/4, 其 中 5 是 台中 任意 元 素 ; 了 世相 成 一 个 商 环 8s， 


$ 17. 出 量 钮 间 与 代数 


设 R 是 一 个 共有 单位 元 素 的 环 ， 它 的 元 素 用 希 降 字母 a, B, 
表示, 甸 是 一 个 加 法 Abel Së. ETCHEA u,v, 

ORAR 上 的 一 个 Zëtteg Te EE 
Mo AIRERA S 中 的 加 法 外 还 定义 了 6 HIR R hI E 


* Dä » 


积 , ERA ATHER: 
, R PE a 与 生 中 元 玲 ” DIER at ST. 
. aku + v) = au t ar, 
. La + Bju =| gu + Pu, 
, Capu = Be), 
. O RAHETERA abHE Ab = ln AER” 
fis `" a ua RRR PEST TU am 十 E Antin, 

由 2. 与 4. 推出 
CL) Bos 十 … b antin) = Lok t+ FU Bes Än, 
PERIT B = 1 D oan t etr + Entin = u, 部 得 
(2) len =u 
岂 3. 还 推出 

ee Lee 二 ta 十 (Be 十 
= Le + Da + iee + Los E Be Je, 

HEE HEIR e 一 n 十 十 Agin BE HR SÉ n TC DÉI 
FFA Cos tty ta) 表示 ,它们 称 为 # (OG TEE oni, tera Ma) 的 分 量 . 
基 元 素 或 者 分 量 的 个 数 # 称 为 向 量 空 间 的 维 数 ， 内 (3), 6 中 两 个 
元 素 的 相册 就 是 写 们 分 量 的 相 加 ， 有 用 有 去 琵 一 个 元 素 就 是 用 甩 去 
EERDE, 

(DIS EAA EE H 与 礁 数 ”决定 ， 

基于 这 个 定理 , 对 于 答 定 的 环 R gA 以 取 一 个 葵 定 蕉 煞 的 
人 芋 闻 作为 所 有 同和 维 煞 问 量 空间 的 模型 .最 衫 楚 的 一 个 慌 玖 是 : 取 凌 
bar Sp Sdt o, o, EH IS, (IP Lo, aw) 
与 (Be ts Bo 的 和 定义 为 Let, aa + Bal, WE 
Plass "rs an) ESCA (Bars +t, Ban). 运算 规律 1 到 4. HARE 
合 。 再 分 


+ DE e 


VM bh ia bM ë e 


(3) 


oe a sn nn e a ka Sg Sg ds sg sg 


r E OC OC OO A 


于 是 
Cars =i p tn) = Cans 0 +t 0) + 
Co, ees, 0) oere H CO, O, ttt az) 
= am E mr E eeo "Är Gaftas 
所 以 5. 也 成 立 按 照 我 们 的 定义 , 这 些 向 量 Cas ty da) 确实 租 成 
一 个 二 维和 癌 量 空间 。 

为 了 由 一 个 向 量 空间 作出 一 个 环 , 我 们 还 必须 对 于 元 素 e, w, 

“定义 一 个 乘法 ， 如 果 贡 是 变 绩 的 ,于 么 本 以 挡 下 区 的 方式 进 
行 : 除 去 潍 侍 的 竺 合 健 与 两 条 分 配 律 之 外 我 们 再 要 求 性 扶 
(4+) (ande = ulan) = alue HF aE R, 
如 果 这 些 性 盾 全 被 满足 , 那么 环 O MAIR ERARA n pi 
超 复 条 或 者 代数 。 在 很 多 情形 我 们 假定 R 是 域 ,但 这 并 不 是 必须 
的 。 下 面 朗 将 看 到 ,我 们 怎样 四 正 地 和 给 出 一 个 代数 . 

由 《4) 推出 

(au) Bei = Cap Cuv) 

以 及 
(5) (£ au) 5 Bun 一 >, D Bal). 

F D iOO R 
因此 一 旦 我们 知道 了 乘积 wann, 乘积 wv HiH ARA TESS, aen 
nak UAE eh e Gw DIS RAR ZS 
(6) mju = 2 ym 
HR (5) 与 (6), 这 到 个 常数 yh D TE rb pe, ETER 


= DI = 


为 代数 的 畏 构 常数 . 

下 面 是 定义 代数 的 另 一 个 方法 ， 在 向 景 空间 鲁 中 选 定 一 组 革 
Co, ,ta), 首先 按照 (6) 定义 基 元 素 的 线 积 , 然后 按 (5) 来 定 
SERTER ORT. 这 样 定 义 的 且 法 普 是 适合 对 加 法 的 分 配 律 . 
在 环 的 性 等 中 只 有 到 让 的 逢 合 律 不 是 自然 适合 的 ， 只 亡 基 元 束 的 
乘积 npn FE ZE EE, EU 
(7) pret aan) == (sk Jet, 
那么 尾音 元 素 


u= om o= 2. Bu, w = D) yaa 
į A H 


HJERDE ER (7 是 对 和 精 构 常数 的 一 个 附 划 和 条件， 如 
过 尾 合适 合 ， 那 公公 式 (1) (3), G), (O MELTE R 上 的 一 
个 代数 的 运算 .这 里 甚至 并 不 要 求 负 是 交换 的 , 

ARR 荐 区 的 的 ,那么 《4 可 以 由 (5) 推出， 在 这 个 情形 ,上 
面 所 葵 的 代数 的 两 个 定 闵 是 等 价 的 

AR eege, 那么 O 中 元 素 ae 租 成 一 个 与 和 R 同 构 
EIFE; AAZ EPIA R 中 的 元 素 等同 起 米 . 

AS. e St, 那么 O 也 称 为 一 可 除 代数 . 

BIL mër 

RR 为 实数 域 ，e: d AEA tëo be Botte, ae 
EA 


e= i, ffe 


DEE Coen, ep, 因此 e 是 一 个 具有 单位 元 素 的 


D 各 漆 RN 不 是 交换 的 ， 那 么 〈4) Eat tee A Ro 
Picker: Math. Ann., 120 (1948), 158, 


+- H ew 


交换 环 ， 元 素 ee H DÄI JER ae + E SS 
at Ad, WF 

Ca — bila + His a tin (除非 4 = 一 5 二 0)， 
Bir Le IERTI a 十 bi MA, ENC Lia bi) DS. 
Kr, MRAR. 

同样 地 ， 我 们 可 以 取 筑 为 有 理 数 域 ， 这 样 得 到 的 代数 称 为 
Ganss rik, ARRA 为 砂 理 整数 的 环 , 那 么 O pE Gans 整数 
a 十 bi 的 环 . 

例 2. 四 元 数 体 ,名 仍然 是 实数 域 或 者 有 理 数 域 , 鲁 是 一 个 
四 维和 疝 基 空前 , 基 元 素 为 e, j, k, E, ERRAR 


ee = e; jj = Řk = fl =e, 
ej = je =j; ek= be zb el = le = |]; 
k=l; ki= i; 
kil =j; ik= — j; 
=k; (zë, 


ETRA ETZ, 这 样 我 们 就 得 到 一 个 具有 单位 元 案 的 非 
SCHT, "CS se 与 数 e Sieg ER a t bjt eh Lt Ai SH 
Hee ez 
(a — bjek d atti tekt d Dat tet, 

所 以 每 个 非 乙 的 四 元 数 e + bj t ek + dl ApH a t e + e 
PTa — bj — ck — di). 因 之 四 元 数组 成 一 个 体 ， 称 为 四 元 数 
fF. 

GEI 本 个 有 限 录 的 合 环 。 如 果 取 有 限 对 o 的 元 素 作 为 一 
站 最 空间 R, 的 基 元 素 , 那 么 结合 律 (7) 是 自然 成 立 的 ， 这样 得 到 
的 代数 Ra PRA R 下 的 g ek EE 

AR. 1. MRE e MERS R H a AER gli siene gr 
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Å = 1，…， A) DÉIERE E ër féie E d gt ep Be (adje) (Bur 同和 | 
Cosi 上 与 积 (oni 为 
Oir = Ajg T Bi 
Zap == > uP lAs 
Fei 


St EI e DIER AE ER CH 上 上 的 一 个 秩 为 e 的 代数 。 
2. Dr AR GEE 
e +ó etdi 
ti gr NW 


Aar eSATA RA, (Em Ter ei ILL een SS baran, 
煞 乘 法 的 项 合 律 ,) 


显然 可 以 把 代数 的 概念 推广 成 穆 为 无 穷 的 代数 ， 考 虑 无 次 儿 
RES fp’ tp nee E (6) 与 (7) 定义 一 个 民法 ， 但 是 在 推广 的 
Rech, E HESE 3ojwy， 这 一 节 所 有 的 讨论 同 样 适用 于 
“RAGAH”, 

多 项 式 环 R[x] PAR RHR AA, T R E 
KELE,- 


$18. 多项式 环 


ERREF, MTR, PRET R HIE r Abt 
T) 一 D) avx', 
这 星 是 只 对 有 限 和 多 个 不 同 的 整数 > — oR, EP RA as BTF 
R; 例如 : 
Tei = aa 十 a A er, 

这 种 表述 式 称 为 多 项 式 ;符号 x 称 为 不 定 元 ， 因 之 不 定 元 只 
是 一 个 送 算 符号 ， 陋 个 多 项 式 称 为 相等 ,如 果 忆 们 除去 采 数 为 夫 
的 项 外 含有 尘 全 相同 的 项 ， 而 柔 数 为 堆 的 项 是 克 兰 任意 圳 法 和 话 
HHI, 
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RRE A EBGAREN AS AT TL, g(x) 
PEIRE, * WTA EBGA ER H e AAR A A zs 
BIHER MARAR OASE Dea, EIN EES 
{1) cy = Gu t Bos 


在 乘法 的 情形 有 

ER enz D, db, 

现在 我 俏 用 有 公式 (1) 民 2 水 定义 两 个 和 多项式 的 和 与 积 逢 且 盯 民 : 
多 项 式 粗 成 一 环 


加 法 的 性 质 是 显然 的 ， 因 为 宅 就 归 靖 为 柔 数 ar, 5 的 加 法 ， 
第 一 个 分 配 律 由 
KN dol br + er 一 > Safe 十 Ki Gate 


€ +tr=yp ETET Sg kr zen 


JEH, HARRE AEBS AARE, Raa 


KA ës cr) 


ektsä Pa a+tËty=v 


>, ( > aabo) er Ki Haber 


PP 十 了 天? a tP=r D rar 


| 


daper a 


| 


HEH, 

这 个 田 气 得 出 的 客人 需 式 环 用 其 [* 了 了 表示。 WRR EAR, 
E R x] 也 是 . 

TIR F AARRE EE T D 的 最 大 的 数 b. 这 个 
a 称 为 首 项 系数 下 者 最 高 大 系数 . 

蛋 次 多 项 式 是 wox"。 我 们 把 这 种 多 项 式 与 基 环 8 中 的 元 素 a 
等 同 起 来 ,这 是 可 以 的 , Dn Boni tt Get, 它们 吉成 一 
kriss Senisi BASAAR r] 包含 
R, 

SE Rir] WA EA E CA, RRID 一 个 不 定 
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7G, 

ARERR R a ORT ETE t tta en AAEE H 
Riz lizz] e. EMF 于 是 得 出 多项式 环 lc, trta x] d 它 由 所 有 
的 和 

Ki dannati . TG 
和 组成. 

在 这 样 的 多 项 式 中 ,因子 oi, ei 的 次 序 是 尤 许 改 变 的 . 
这 样 。 多 项 式 环 A elenl e] 就 与 防 变 不 定 元 的 交 序 所 得 的 
SANA. Sanii, Rill rel [e] FAHER. 这 样 的 等 同 是 合 
理 的 , A x; 次 序 的 改 弯 对 于 和 与 积 的 定义 没有 上 财 响 .和 R[x, xn] 
称 为 # 个 不 定 元 fis tea re 的 和 多项式 环 . 


k ek 0, 里 


e + Ak Š è A â Š + 


DELAERE DOC SIE A, 如 果 O 一 工 mm ER E 
FARA, 0 是 一 个 环 元 素 ( 它 是 R 的 或 者 是 R 的 一 个 扩 环 的 元 
W). ES R HERALA, BATE Se 的 表达 式 中 可 以 用 a 
KI E a) Zait, E g(x) 是 另 一 个 多 项 式 , g(a) 
是 x 二 a 时 的 值 , 卷 么 和 与 积 

fx) Lt gle) = sle, Fregi) = bs? 
对 x* = a 的 值 为 

ika) 十 gla) = ska), fæ gla) = pla). 
对 于 和 , 上面 式 子 是 显然 的 。 对 于 积 ,根据 会 式 (2) 有 


pla) = Dy cra” = 2 EN ab = 2 2 DT ie 
= (5 ai E bat) = Kaela), 


+ 要 + F 党 ë k ë E FE ē A 二 
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者 


“对 于 多 元 多 项 并 也 有 相应 的 定理 特别 是 当 m zeien, EA 
St fue xs) 中 的 不 定 元 可 以 用 加 中 (或 者 名 的 一 个 交换 扩 环 
中 ) 的 任 音 元 索 代 六， 基于 这 种 代 玉 的 可 能 性 ,我 们 也 称 多 项 式 为 
Za, re mn AIB ERMA, 

对 于 没有 常数 项 的 整 系数 多 项 式 , 代 入 的 范围 还 可 以 扩大 些 : 
e, xa 可 以 用 尾音 一 个 环 中 互相 交换 的 元 素来 代 , ër T 
环 是 否 包 含 整数 环 在 内 ， 

如 时 EER, A Ril 也是 一 个 你 环 。 

St HE An rei sc D 5 glr) = 0, ca, Bp 分 B31 是 (x) ,g(x) 
的 最 高 项 系数 (不 为 狼 ), 几 人 么 aba #0, CE Faite) rb ta op 
系数 ; 因 之 f(x) .g(x) sé 0， 于 是 a sl PRAF HF, 

由 证 明和 还 看 田 

ER, FREER MAJE) etc) 的 次 数 等 于 f(x) 与 
eCe) 的 灰 数 的 和 . 

对 于 # 元 多 项 式 用 完全 归 灿 法 立 朗 得 出 : 

SH Se, HI la, rr, xs] 也 是 整 环 . 

项 oul: el Dik er eh oan Za, 一 个 斐 老 多 项 
式 的 次 数 就 是 其 中 不 为 需 的 项 的 最 大 次 数 ， 一 个 多 项 式 称 为 齐 次 
的 或 者 称 为 一 个 齐 式 ,如 果 它 的 仿 全 有 相同 的 次 数 , 齐 次 多 项 式 的 
乘积 还 是 齐 次 多 项 式 ， 当 RR 是 整 环 时 , 乘积 的 次 数 等 于 因子 次 数 
Sr l 

非 齐 次 多 项 式 可 以 (唯一 地 ) 写成 它 的 齐 次 部 分 的 和 ， 4R 
是 整 环 时 ,如 果 酚 个 欢 数 分 别 为 m, w 的 多 硕 式 f, g tR, BAR 
积 的 最 高 次 的 齐 次 部 分 是 一 非 志 的 m ta EE E E 
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齐 次 部 分 次 数 都 比 它 低 ; 因 之 了 8 的 次 数 为 mw 十 xn。 AI ERKI 
次 数 定理 ("推荐 ) 对 多元 多项式 也 对 . 
带 余 除法 。 让 旬 是 一 具有 单位 元 素 的 环 ， 


EIER = K Cpr” 
EER RA c, 一 1 的 党项 式 , 而 
IL? 一 Kä Ak”, 


是 任意 一 个 次 数 m > n BZAR, Ar RE e akii, Sënm 
ant" "g, 我 但 就 清 去 了 了 的 首 项 。 如 果 这 样 得 出 的 多 项 式 的 次 数 
还 e n MAAR e Eet rf ER AER EE, E 
后 使 余 式 的 欢 数 低 于 # ,有 
(3) 了 一 ga =r, 
其 中 是 一 个 次 数 低 于 g 的 多 项 式 或 者 是 零 ， 这 个 手 粮 称 为 带 余 
特别 如 果 Rp en, 那么 假定 cs 一 1 就 不 必要 
了 ;因为 在 必要 时 可 以 用 10 e 使 首 侦 系数 变 成 1 
习题 。 ”如果 *，?y，… 是 无 敌 多 个 符号 ， 我 们 可 以 考虑 这 些 不 定 元 的 
hRS, Jet Hope E GERS tre, 证 明 : D'So 
REEN 则 这 些 多 项 式 也 租 成 环 或 者 整 环 。 


$19. EA. PRŽI 


B 5 是 一 个 环 , 

o 的 一 个 子 集合 也 是 环 (。 的 子 环 ) 的 光 分 必要 条 件 为 

1. 它 是 加 法 春 的 一 个 子 蕴 , 换 句 语 褒 , 如 果 它 包含 a，,5, 就 一 
定 包含 < b (EE). 

2. 如 果 包 合 a, ,就 包 合 ab, 

在 子 环 中 有 一 些 我 们 称 为 理想 的 起 着 重要 的 作用 ， 它 们 类 俱 
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TS Se PHEATA, 

deit KC EA m PARE, PREA EAE, Ar ERN, 如果 

l.ha € mtb Emha 一 5 E m ORE), 

2. 由 a E m, r d o HERREN ar € m, PAOJRERA: 如 
果 模 中 包 合 # ,就 包含 a 的 所 有 “ 右 悦 元 ar, 

同样 ,一 个 机 称 为 左 理想 ,如 果 由 a Em, ATER r Eo 
推 由 rz € m, 

如 果 m Fräie, 又 是 右 理想 , 它 就 称 为 双边 理想 

对 于 琵 换 环 ,这 三 个 构 念 就 重合 了 ， TTT, 在 

理想 的 例子: 

1. SEO. 蕊 由 单个 的 等 元 素 组 成 . 

2. 单位 理想 , 它 包 合 环 中 所 有 的 元 来 ， 

3. OT o 生成 的 理想 (a), E BANAR RIER 

rat ne (rt on, n Zr) 
的 元 素 粗 成 不 难看 出 这 个 集合 的 确 是 理想 : 两 个 这 种 形式 的 元 
彝 的 着 还 是 这 种 形式 , 宅 的 任 窟 一 个 悦 元 

stira + na) = Csr + ne) a 
RAIER ra, WA rat 0a, 

HEH La) 显然 是 包 舍 a 的 最 小 的 (在 包 合 关 和 用 下 ) 理想 ;因为 
Be o 的 理 椒 一 定 包 售 所 有 的 司 数 ra AAE Ea 一 na, pA HO Bir 
有 的 和 ra Hna, 因此 理想 Co) 也 可 以 定义 为 所 有 包含 a 的 理想 
LK 

如 果 环 5 béise e 202 ra 十 az 可 以 写成 ra 十 nea = 
(r 十 neja = r'a; 国之 在 这 个 情形 ，(e) 是 由 所 有 的 通常 的 伴 元 


ra 得 成 ， 例 如 ,在 整数 环 中 理想 (2) 是 由 所 有 俑 数 租 成 


= 


由 一 个 元 染 4 生成 的 理想 (4) KAER SAR (0) BS 
二 理想 ; 当 v 有 单位 元 素 e ,单位 理 急 "也 是 主 理想 ,部 5 一 (<)。 
A Ee, a, 生成 的 理想 同样 可 以 定义 为 听 有 表 成 形 


式 

KA r;a; t > GË 
DÉI SS 的 集合 ， Se D ärt) ZC Six TT a Ga AHEHE MAE, 这 
个 理想 用 (ai, Ea Ga) R, Fly Ta Ge 称 为 一 组 理想 基 ， 


5. WFR AES aAA e M 生成 的 理想 (mt ; 它 是 所 

BERAR l 
` rage + > nja; La E M, y; Ep, ai 整数) 
HITR HATE, 

BR — AE m, PEAR nr, o RER 
一 个 分 奖 , 把 5" 分 成 mm 的 陪 集 或 者 m 的 同 余 类 。 两 个 元 素 a, b 称 
为 对 mm 同 余 或 者 模 嫩 同 余 ， 如 果 宪 们 属于 相 疗 的 同 余 类 , 这 三 是 
SH, e hb Em WA 

a = bmod m}, 
或 者 简写 为 
a = b(m), 

“三 同 余 于 SE aE A 

如 果 m 是 一 主 理想 (am) ,那么 < = bm) SR o = AC me ii. 
DEST nn SR EG D a = d oni, 

A e DNH EE El es et BR rr e 三 Aas) CS 
为 : 4 AAT AER ai 就 表示 一 所 属于 fa) ARER, GES oën 
E, 

ARER RHA e 加 到 一 个 对 理想 m 的 同 余 式 


e, Zä * 


a 二 五 的 两 过 ,或 者 用 < giel kopp D el KO ERIC, 由 
Taben: HR a = a E h= p, Di 
oetëseat Assa kA, 
ab = ab = éi: 

因 之 同 祭 式 可 以 相 加 与 相 乘 . 

同人 对 式 的 两 边 也 可 以 用 一 个 通 带 的 整数 = SCH cb # 一 一 1， 
再 短 合 以 上 的 车 果 吏 有: 同 余 式 可 以 相 诚 . 

因 之 同 余 式 党 全 可 以 象 方 程 一 样 计 算 。 兵 是 一 般 寺 不 能 衫 去 
会 因子 :例如 ,在 整数 中 

15 = 3{6), 

但 是 虽然 3 " 0C6) ,其 不 能 得 出 5 二 1(6). 

习题 - 证 明 : REPERA (m) tm > 0) 的 同 余 类 可 以 用 数 0, 
ËMWEE) Bedenke Dis nn Kmi SET, 

2. äere 10 与 13 合 在 一 超生 成 的 理想 是 仁义 ? 

3. 5 ERU) EARE? 

d TH a DUR DES ra HoA o, PERRERA 
"PER ee Eat OR (a) 重合 。 

5， 对 于 非 变 摘 环 定 习 由 尾 沉 一 个 集合 生成 的 右 理 想 ， 在 理想 以 用 双边 
HE, 

6. Zäre niet AETA 

HRR EP ERRAR ENEA TA Le ARR 26 
PIREA ma ee 

ERRIRE o ~ D ELTER "的 一 个 分 类 : E R, 是 由 所 有 
以 为 象 元 素 的 元 素 租 成 ， 这 个 分 类 我 们 现在 可 以 较 确 七 地 剂 虽 
A.: 


k 4 F G è è F èë g: ê E, E "0 y è + }# 


1 + E ù + a ņğ + 


"ëm. Ge EHA, 因为 如 果 。 与 之 在 阁 态 映射 下 变 汉 坑 ， 


= "TI e 


HA 一 5 也 变革 堆 , 从 币 毛 倍 的 盖 一 卢 思 变 必需 ;所 以 随 着 a 与 
5 属于 类 na 一 上 也 属 于 类 nn. 

n 是 理想 ; 因为 如 果 4 EIS, r 是 任 音 元素， 那么 ra ZE 
r 0 一 0 所 以 re 也 属 丁 hn。 

TESS D < 的 局 余 类 中 的 元 素 # 十 ele E n) SE a LD e naz, 
因 之 全 属于 一 个 类 网。 有 反 过 来 ,如 果 元 迷 5 EEJ a, IA bo at 
#j a — a = 0; 因而 5 一 4 En, 与 4 启 于 同一 个 同 余 奖 , 这 就 完 
m TREH, 

于 是 对 于 每 一 个 同 态 都 有 一 个 理想 作为 它 的 核 . 

我 他 现在 反 过 来 看 这 个 关 柔 : 从 中 一 个 理想 tn DS, mg 


eE ë FE ë k ë F 


EI. 


+ 


为 了 造 出 这 样 一 个 环 ， 我 们 和 在 $13 HERE: B 
m 的 同 余 类 作为 要 造 的 这 个 环 的 元 率 , 同 余 类 4 十 m HA an, A) 
DA b + mR EX a+ 2 为 a + 5 所 在 的 邮 侈 类 ， a:b H 
a'b ERRAR, KR a = 4 是 二 中 另 一 个 元 索 , A ze EE 
中 另 一 个 元 吾 , 那 么 有 ? 

a LA seat ë, 
oa: =E a'h, 

央 之 a 十 站 与 a 十 上 属于 同一 个 同 余 类 ,a 5 arh RT 
TRA, 由 此 可 屁 ,所 办 的 和 与 积 的 定义 不 依赖 于 a, b 中 元 崇 
a, b ENEH, 

ETIR a 对 应 一 个 同 余 类 o, AAE ne AA a te 
对 应 于 和 了 十 天 a8 对 应 于 积 ab, 因 之 同 余 奖 租 成 一 个 环 ($ 15), 


1) 所 有 的 司祭 式 自 然 井 是 模 和 机 的 ， 


es 74" 


这 个 环 称 为 "对 于 理想 六 或 者 " 横 下 的 同 余 类 环 om。 La 
的 对 应 把 0 同 态 地 上 映射 到 n/m。 在 这 个 同 态 之 下 , Gm te 
的 m 有 相国 的 地 位 

这 里 我 们 者 到 了 理 往 的 重要 性 : 利用 它们 可 以 得 出 与 一 个 环 
国术 的 环 。 造 出 来 的 环 的 元 吾 是 一 个 理 稻 的 图 余 关 ， 为 了 把 两 个 
同 余 类 相 乘 或 省 煌 加 ， 只 要 在 同 余 类 中 任 衣 两 个 代表 模 笑 或 者 相 
HH 由 a 二 ek 3 = $: PERETE RER PERT F 


+ E ù > 4 ê k è >: ë F èë è ë 00 


+ ë ù bÒ * ě > è 0 ` 7) a a + A č d ž 9 


Beie o bass, 辐 余 类 环 o/m Aa Lora 
E o RRIS. AnReboëntte Idée, 那么 我 们 看 到 ,5 
DIS 1-1 地 对 应 于 一 个 理 术 + 的 间作 类 . mA R, 对 应 5 中 
JDR 4a。 同 余 类 aw, Some e, 与 网; 与 写 机 对 应 的 
KAS 


Dees bah pn rr E rel, kat T : 
每 个 与 " Her 5 KREE an。 nn 是 所 有 


t A %4 è G F 


4 是 4 ù 0, 0 0 WW 0 0 E 0 WO "0 WO NET? 


D E GEARRE, 

ARRATE. 在 整数 环 中 ,对 了 于 一 正 整 数 m 的 同 余 类 
AAH Ro Ris ttt Raa 表示 (大 看 习 烤 1), 这 里 多 EBAn 
除 余 o 的 数 粗 成 的 同 余 类 。 为 了 把 同 祭 类 Ra Re 相 乘 或 者 相 加 ， 
只 要 把 它们 的 代表 a, AERA, SEI D'ZIEL, 
IFARA, 


AER. 7. AA o RARA, AE om Cape, 在 整 激 环 
Hit 


= 79>» 


L HE o~ EHRE men (01. 

o. R FiA e G E E A h 
HERRAR, A TT ERSE ES? 

10. EJEPA, EMH a H ege. HARET 
HAEA — AREE, 

li. Gaus 整数 十 下 的 坏人 17， A D AATF r MERA ere 
于 理想 《4 Lu) däs zeen, 


$20. HERRIE. mamm ` 


GEET EE Rab 
的 一 个 元 小， 那么 我 们 写成 OUT AR, o PORN ES. 
如 果 一 个 理想 a (RE ERAR b 整除 ， 我 们 就 议 0 
BE b 整除 ;这 其 实 就 是 过 示 a 是 了 的 子 集合 , 视 为 

` a = pb), 

我 们 称 b 是 a 的 一 个 因子 ,a d b 的 一 个 倍 理 起 。 因而 ,因子 一 包 
集合 , 倍 还 想 一 子 集 台 。 MEH a bach ët aby 
一 个 里 因子 , a 是 上 的 一 个 次 竺 理想 ， 

在 具有 单位 元 素 的 交换 环 中 ,对 二 主 理 想来 诅 ,(e) = 0C(5)) 
就 表示 4 一 rb, 于 是 理想 答 的 整除 性 汐 合 未 变 上 成 了 双 常 的 整除 性 
ez | 

.从 现在 开始 所 讲 诠 的 环 又 假定 都 是 交换 的 ， 

o 中 一 理想 Pp 称 为 党 理想 ， 如 果 它 的 同 祭 类 环 o/p 是 一 整 环 。 
也 就 是 汽 有 零 办 子 . 

如 果 # 的 同 余 类 与 以 前 一 样 还 用 加 宽 表 示 , 那 么 

H ab = o 5 a A nien o 

或 者 同样 地 ,对 。 中 任意 a, A, 由 

ab = 0p), 


a BU a 


a Æ Op) 
HEH 
= Olp); 


> ù ùu è è + A F č è 和 


PEAS, EE C 中 由 一 个 崇 数 生成 的 主 理 想 也 是 素 渔 
起 . 

9 中 一 理想 称 为 极 太 的 ,如 东 除 产 " 雁 身 外 世 不 包 售 在 其 和 蕊 的 
mt, PIRR äppes pp, Lon, 


上 面 提 到 的 C RRE Co 是 极 大 的 。] 
EMIRE o Po P PTET ege 


A PAK. 
证明。 ERRARE RERA E ra = h Rb o A o, 
设 a Æ Op), b KERR, p 5 a Hee, EE p 的 一 个 
让 因子 (因为 它 包 合 a). TEE- o HZ o HERTIL 
b R EL 
b =p ra (p € p, r €D), ` 
EEA Ee ban, 
b = Fā, 

从而 方程 ra 二 5 就 解 出 了 ， 

因此 这 个 同宗 类 环 是 域 ， 由 于 域 油 有 零 因 子 ,所 以 + ERM 
bc) . 

反 过 来 ,如 果 o/p k, n 是 ph 的 一 个 晶 因 子 , # 是 4 中 一 个 不 
ETF p HIR, MANR 


s BË >» 


ax = b( p) 
对 每 个 2 在 "中 都 有 解 ， 外 此 推出 
ar = bla), 
0 = ba), 
因为 是 50 中 任意 元 素 , 所 以 a 一 oo. 

整数 环 中 的 堆 理 想 这 个 例子 说 明 大 不 是 每 个 素 理 想 都 是 极 大 
AI, ERREARI C[x] P Ce) 也 是 这 样 一 个 例子 ,因为 
TAHT (2, x) 作为 一 个 车 因子 ， 不 难看 出, 理想 (x) 5 C2, r) 
者 是 过 的 ， 

SIP 1. 证明. 上面 最 后 一 和 甸 话 ， ， 

2， 计 论 整 数 环 中 理想 (2), (3)， 工 瑟 明 它们 都 蚌 素 理想 。 

3. 对 Gauss Sr", A1) 中 理想 (3) EC + D PERENE. 
EHE, HH (2) 是 案 的 吗 ? 

最 天 公 固 子 与 最 小 公 倍 ， ”由 下 个 理想 ai5 的 和 生成 的 理想 
"CZE RTR Co, b) 也 称 为 这 两 个 理想 的 和 ， 因 为 它 显 
然 是 由 所 有 的 元 素 s 十 5 和 粗 成 , 靳 中 sz Co, A Eb, 

HER a, b KIZ a N b RD ETARE, EE EPIRA 
+F Deg Hk ETIKETE, 


§ 21. KK JILE- EHER 
定理 ， ”在 整数 环 C 中 每 个 理想 都 是 二 理想 


SCH. tac emm. in a 一 (0), Sëseb bz 
的 ， AR na 包含 一 个 数 = o, 那么 它 了 出 包 合 一 e, 两 者 之 中 一 定 
有 一 个 是 正 的 .。 融和 是 理想 n 中 最 小 的 正 数 ， 
ME 5 是 理想 中 任 一 个 数 ,r E ba a 除 所 得 的 余数 ,于 是 
b = ga +r, Sraa, 


+ Bä = 


因为 a ,5 者 属于 这 个 理想 ,所 地上 5 一 ga 一 也 属于 七 Mra 
好 得 r+ |= 0; 因 为 a 是 理想 中 最 赴 的 正 数 ,因此 五 一 44; REESEN, 
理想 中 所 有 的 数 全 是 4 的 合 数 。 由 此 得 a = Ca); Oo PEAH. 

EJER LAREN: 

如 果 P 是 域 ,那么 在 多 项 式 环 Pir 中 每 个 理想 名 是 主 理想 。 

不 妒 假定 65 关 《0)。 在 a 中 取 一 全 次 数 最 低 的 索 项 式 a。 8 
为 在 和 多项式 环 中 有 带 余 除法 ,所 以 理想 中 每 个 多 项 江都 可 表 成 

b = gat r, 
XE, ME r= 0, CKA a Do SE ger pi a 
得 到 了 . 

一 个 具有 单位 元 素 的 整 环 称 为 生理 各 环 ， 如 果 其 中 每 个 理想 
HEER, 以 上 我 们 起 明了 整数 环 C Et Pir] EEH 
想 环 . 

W MIREI AARE P 的 一 个 理想 a 不 是 堆 理 
Zë. "Er a 关 0, 因 而 包 合 aa = 1; 因此 4 一 (1) KS 
理 粗 之 外 的 唯一 的 理想 ( 姑 肖 $19 习题 9), 

在 以 上 两 个 情形 中 所 用 的 旋 明 方 著 可 以 作 如 下 的 推广 ， 圾 汇 
是 一 欧 换 环 ， 甚 中 每 个 非 等 元 素 4 都 对 应 一 个 非 刍 整 数 gla), A 
有 性 盾 : 

1.4 F a 3 0, b 0A ah A o D elab) > gla). 

Ee ee a, b, 其 中 a 关 0, 有 

b = ga tf, 
这 里 + 一 0 或 者 glr) < gla. 

ER 二 忆 的 情形 ,分 gla) 一 al, ER = Pix] 的 情形 g(a) 

EFRA a Ak Hënn RR JLSmsr dm 


ERF R = C R = Pir] 所 用 的 证 明 方 共和 部 得 定理 ; 


= 3 >» 


ERT “ 的 情 元 qa. 

特别 ,如 果 应 用 这 个 定理 到 单位 理想 , 也 驶 是 整修 的 环 上 ， 29 
秘 存 在 一 个 元 吾 = ,所 有 的 环 元 未 都 是 售 元 ga, 特别 4a 本身 也 能 
ER: 

a = a, 
由 此 推出 ,对 于 5 二 ga; 
qa = qae, WWE 名 一 be, 

这 就 证 明了 : 

ginnen 

欧 几 里 得 环 中 两 个 非 需 元 素 a, 5 生成 的 理想 (ea AN 是 由 所 
有 形式 为 ra 十 sé 的 元 案 粗 成 ,这 个 理想 当然 呈 是 主 理 各 ,由 一 个 
JIR d E të 


(1) d= ra + sk, 
o = ml, 
(2) dë 
、 b = 有 了 
RSR, o 与 所 的 所 有 有 因子 全 整除 &.。 因 之 : ERMEE. 


a e p A Wé + 


t y ù F> è % F% č + 4 ñ H 


wan Aen. 一 ta, k E, EE (4) = Ca, 
b), 因为 只 是 理想 (4), 而 不 是 4, B a 与 5 所 唯一 决定 。 如 果 
Ca, b) = 1, 那么 4 与 六 就 称 为 贩 有 公 因 子 的 或 者 互 素 的 . 

上 面 的 最 大 仅 因 子 的 存在 什 明 并 没有 输出 它 的 实际 求法 ， 在 
欧 儿 里 得 环 中 ， 最 大 公 因 子 可 以 通过 欧 几 里 得 已 炎 输 出 的 辑 转 相 


除法 ( 欧 几 里 得 算法 ,出 此 址 有 欧 几 里 得 环 的 名 称 ) 来 求 , 


D KUER JLE -Gi EE 1 与 2， 


a #4 > 


Rita T IPT dos ars 其 中 gn) S gla), TET 

作 降 法 ,有 

to == qiti F ez, glar) wi SL ai, 

o 一 giia 十 gas gia) wi glar) 
亚 这 样 一 韦 作 下 去 ,可 到 除 出 的 余 是 替 为 目 ; 

ai E grij, 

Zi dos aiy OI E? EA ARRIE rat tan o, 的 每 一 个 因子 
(《 特 列 是 a E&A Ee DO et, E aa 的 因子 , 从 而 也 是 a 一 i 的 
HF. RECEBE a 与 go 的 因子 ,因此 a 是 ow 与 a 的 最 大 公 因 
F. 

B ERZ E a AE BIER H AE A A 

PREA: l 

S = qa +r =| aga +r giri) < glej, giri) < gie), 
TÆ H, 每 个 去 理想 者 包含 一 个 元 索 Fy m RRE A aE Wé 的 堪 民 元 ddy 
同样 每 个 右 理 想 世 有 一 个 元 素 o ， 理想 中 的 元 素 全 是 a 的 右 倍 元 sg。 WME 
应 用 这 个 首 论 到 单位 理想 上 ;于 么 就 可 以 枉 明 左 单 性 元 宕 与 石 单位 元 者 的 在 
在 ,从 而 单位 元 索 存 在 . 

与 以 于 一 祥 ; 最 后 可 以 证 明 两 个 元 融 a, 的 左边 的 以 及 右边 的 最 大 公 因 
子 的 存在 ， 

在 一 体 足 上 的 光 填 式 环 Pjr] 是 非 奖 首 的 欧 儿 电 得 环 的 一 个 最 重 槛 的 
PF. 

AB. 1. 关系 la b) 二 (d) AAR oh ERA E, 

2. LERRA TES e HAARA g) = gt1)， 

3, Bini r be se, Dn eh 1. AO Dt Mt rs ATE a 
ELEA RER WAG e AAE E RETA r DCS org 
DEST. 

d. WMR # ZS tE e Ee Er DILL rr, RE, bn AAE a* 也 是 后 
成 元 。 其 中 Ci, sl 一 1, 

欧 几 里 查 环 的 双 一 个 例子 。 ”我 们 来 考虑 Gaus 整数 a LAN RAIER 
L$ 17, El 17, 


e BS 


AERE 
Ca + Säite + di) = (ae — bd) A (ad L beji 
HEH An Bt GC 2 a ma t Ar RRA 
Na} = (a + Bila — Bi) mat të: 

那么 就 有 等 式 
(3) N(aB) = N(a N(B}. 
FR Nla) ea AERAR, RAS a APETA, 和 否则 总 是 正 的 ( 它 是 
"Fan 由 (3) 可知 ;内 有 a 或 者 BAS WR ap 才能 为 等 ; 因 之 它 是 一 
TEH. 

根据 $ 16: DPI, ME a= L ht, WAT l 


Nga)? 
bim rekt ten DRRR H E a, b,n JERR), SEET 
AE “Gauss 数 城 ”。 RITEAR ët e ARE E E st 
(3). 

A T RESH Gaus: 整数 环 有 带 祭 除法 ,我 们 对 于 船 定 的 煞 a 5 A F oHe 
一 个 数 红 一 48， 它 比 B BRUDE. 首先 我 们 取 一 个 分 数 =a 十 5 使 
2 — NB =0; RARI d, A RERE o b, Acma t bi AA 
cp, JRE 

a — ÀB = q&a — A'B + EB = SÉ, 
Nia — AB) = N (8)N {A}, 
2 A 
NEE EEN EEN EH 
ma — AB) < N(B), 

REE TARRE MAAE H. EIEE, 

习题 。 5. AERA Rahat a + sp 组 成 的 环 , 其 中 a,5 为 任意 
整数 ,而 ee 

P= — p — ], 

AFERA Ee 十 bad 2 ;a Eoy 2 ARGIS. JITA T o 十 BV 一 3 
Ba t 5 一 5 这 个 方法 不 行 ? 在 第 一 个 提出 来 的 环 中 ,理想 (2, LIN —3) 
是 不 是 主 理想 ? 

交 除 。 “关于 是 知 在 任意 的 主 理 想 环 中 都 有 欧 几 里 得 算法 或 者 广 St 的 
B ILEJE g H- Hasse: JL reine u. aangew. Math., 159 C1928), 
3 一 12。 TEGAR AA A et LEA, O- Perron (Mark. 


a Rp = 


ep, 7, 489), A Oppenheim (Math. Adan., 109, 349), E- Berg 
(Kgl. Fysiogr, Sällskapets Lund Fōrkandi. $, N5), N. Hofreiter (MA. Math. 
Physik, 42, 397), H. Behrbohm Pr. Redei IL reipe i. aangew. Math., 
174, 190A E AAE. 


22. 因子 分 解 


在 这 一 节 我 倍 只 考虑 具有 单位 元 素 的 整 环 ， 首 先 我 们 来 看 一 
下 ,在 这 样 的 环 中 如 何 定 义 素 元 素 ( 或 者 不 可 分 解 元 素 ) 比 蒂 合 适 . 
在 诗 询 中 ,我 们 只 考点 环 中 非 圭 元 迪 , 这 一 点 就 不 到 处 声 朋 了， 

在 整数 环 中 通常 的 素数 痊 有 以 下 两 种 分 解 ; 

p =p 1 ={— p) 1). 
EAR EA AAT E R , RAE e 
也 在 整数 环 中 的 数 s。 十 1 与 一 1 是 可 着 元 素 . 

如 果 一 般 地 答 了 一 个 具有 单位 元 素 的 整 环 ， 那 各 在 环 中 有 道 
元 素 s7 的 元 素 e HOI CET, 显然 ei Kar, 

每 个 元 素 a 总 有 和 分解 

a = gë E, 
Rrbsë mme gr AREA A me brtH CR 
THARA FILARE, 

如 果 一 个 元 率 了 P 只 用 几 的 分 解 , 郎 由 pp 一 a6 推出 a 或 6 是 
Mä, 七 就 称 为 索 元 素 . 〈 对 于 蓝 数 就 是 素数 ;对 于 多 项 式 
SET 

BDRM REAA TREIE a 5 E ee) BEE Sr 
BAHRA”, 密 们 之 中 的 餐 一 个 都 是 另 一 个 的 因子 ， 对 于 


D är, SIE Einheit, HAERE Einselement， 它们 常常 作为 同意 
币 来 用 。 但 是 在 因子 路 解 的 时 胸中 , 二 者 必须 严格 区 分 ，， 


s BI e 


(a) S (ën, (Sla), 从 而 Lei = C); 
PZ Appkoos RE RAA ER, 
反之 ,和 如果 两 个 元 焉 4, 5 HAP: 


a = be, bs dëi 


282. 
b = bed, 从 而 Less ed, c= ad, 


DZ eb/ Kn, o 与 五 是 相 律 的 . 

如 果 是 的 一 个 因子 ,但 不 与 a 相伴 , DU zs 一 od, 4 不 是 可 
WER MA e RA a 的 一 个 量 因 子 ， 在 这 个 情形 , o 就 不 是 < 
的 因子 ,还 想 \e) 是 理想 (a) 的 一 个 基因 子 。 和 次 划 ,假如 < 是 的 


因子 , 即 c 一 <， 于 是 
a = gd = abd, 


1 = èd, 
4 AREER J, 
AIRHEAD, ERRAR 
HERAF., 
e. 用 4 除 5 有 
b= aqt r, glr) gla). 
DL a = be RA, bnt 
r = $ — aq = bl eg}, 
gcr) => gB), PAID gE gr) S Sai, 
FEILER RETIER a Ae CAR SS AEE 


学 0 0, 0 E 有 00 0, 0 和 E E, 0 0 本 WO 本 0 "0 了 和 E 


HS "" PiP’ ` "Pra 


8(5) n HDR 5 Dës. 而 gz) 一 mr 如 果 o 是 素 元 素 : 
a = p, 那么 党 有 什么 可 证 的 ， 如 果 = 可 以 分 解 : 4 二 be, Hh b 
EE Ee Te KSE EH 
Séi gla), gle) gei, 

ID, $ 与 c ab Rsenngen AZ a = be 也 是 素 元 案 
BITEFR, 

PPRA RA ATA a 一 ppr ep, DORE — tE H R SS 
Fr. ege ER TELERS EL Bour 

EERE, gt Kell e EE 


kel E + E 和 E ma â ` + i 


SCH oun pn. BA pop e Si A E 
的 车 因子 ,也 就 是 (因为 每 个 理想 都 是 二 理想 ) 理想 (p) 除去 单位 
理想 外 说 有 比 理 想 因 子 . 

HE, ERREPA ax = b RAER RERE et Zë E 
ax = Cp) 的 可 解 性 自然 也 可 以 由 以 下 事实 推出 , H < olo E 
有 ta,p) 一 1, 于 是 
一 ar 十 pe, 
b = arb + psh, 


n 


ó = arp), 
— ERÉ ERE: 
PETR P EDRR, E ERR p RPN 
这 个 同 余 类 环 让 有 志 因 子 . 


IM. 1. 利用 欧 几 里 得 算法 和 解 同 余 式 
6r =E F19). 
2. EEA O9) 的 同 余 类 环 中 ,6 AEAEE 3 
现任 已 经 可 以 来 证明 在 在 理想 环 中 的 泰 因子 分 解 只 一 性 害 
理 


E 
(1) t a = pp pr = pgr éi ` - 
是 元 素 = 在 主 至 想 环 中 的 两 个 分 解 ， 我 们 把 a 是 可 省 元 素 这 个 平 
几 的 情形 际 人 外 ,这 时 所 有 的 p; 与 gj AAR ERR., 我们 可 以 
RE p 5 g PEERAA HIE p: D a 中 所 有 的 可 道 元 素 都 与 
Pi: a AFTER AFR ;与 9; PARAR, 现在 我 们 
Fa Deh re, p 5 a 完全 
RE 

对 于 ”一 工 逢 葵 是 显然 的 ;因为 根据 a = pi EAA RÄ, ge 
Farteg 只 能 包 舍 一 个 因子 和 一身 , 对 + Jr Dn Dn 
pt 整除 乘积 a a, EURER F ra, ARNET A 


Pt EER o 

(2) di = Gip, 

这 里 si HAE E EE o TERILAR I., WORA) 
HIRE pi 得 

(3) potep = Lëns: "qr. 


拟 包 和 精 假 定 3) 中 酚 问 的 因 于 除去 差 可 道 因子 外 重合 ， 因 为 
p Dosen "SIT. 2 Tam, 
E Hrgtou JE SEJE H St IL gäre E Es HATRIA D 


+ mn sw a ep e ge > np A a h Q a 


= y u gy ù y } + e u F è TO U E > >ù + G W ç m 


HEERA ERRER Hm AIR PARAE Gaus Së 


数 环 中 是 成 立 的 ， 

ap. 3 FAZER f(x) 模 素 数 at bn o 的 不 可 分 
解 因 于 的 乘积 ， 

d. Gauss AREE ESETA? 在 这 个 环 中 把 2, 3, 5 分 解 起 素 因 子 
HRR. 

5. 在 数 4 + 2 一 了 得 成 的 球 中 ,4 有 了 两 个 本 质 上 址 同 的 素 因 子 牙 解 : 


+ Qij ` 


4 二 2:2= (1 ty 3)0 —y—3), 
5， 在 主 理想 环 中 ， 由 与 元 素 o 站 案 的 元 素 相 成 的 楼。 的 同 余 类 在 乘法 
TR- $, 
EFT-RA], ATA AEE EEE RS pt ër 
ER. ATARIAREN, 
如 果 o PETIRI ANE EDERE RRR 那么 每 


t è+% ue + ua > 本 0 WO E ë 中 和 


+ #7 é ù é 0 ò> ē * ē A ë è ë o èë * ë E Ñ uE A 刘 W 和 和 ē è 和 ë 6 ë UE ē E ë S E 量 


证 明 ， Ssrntäsg DUR ab = olp), IA PER, 
在 ab 的 分 解 中 ,把 # 与 8 的 因子 分 解 合 在 一 起 就 得 到 a5 的 因子 
分 解 ; 因 之 上 8 一定 出 现在 o 的 分 解 中 或 者 5 的 分 和 解 中 , 即 e= Dei 
或 者 5 三 0(p), 

现在 说 扣 可 分 解 : pab, a,b Æ PERRY., TE ob 二 0(p) 
m a Æ oeh, b El), HE Cp) TER, 


A8. 7. E ERRE- ATAR EARE AE 
素 都 有 一 个 "最 大 信 困 子 5-A CN AE TE E 
的 . 

EE. ”在 泡 种 环 中 :元 素 总 义 的 最 天 全 因子 与 理想 意 尺 的 最 大 有 公 因 子 
TE. 例 奶 ,在 整 系数 一 元 和 多项式 环 中 "元 束 2 与 ”除去 可 着 元 素 外 
次 有 有 公 因 子 ; 但 是 理想 (2, *) 并 不 是 单位 理想 . 《下 一 章 将 王 明 ， 在 这 个 环 
FOE DST ASS, 


a Gİ = 


第 四 章 AHAM 


ag tt MAER 0 或 域 了 中 的 一 元 及 多 元 多 
项 式 的 简单 定理 . 


523. 微 分 法 


在 这 一 节 里 ,将 不 用 连 炉 性 思想 对 于 任 管 多 项 式 环 of*] 来 定 
义 有 还 整 画 数 的 微 商 . 

rei = Dan 是 ofx] 中 任意 一 个 多 项 式 。 在 一 个 多 项 式 
St ole, Al PIEZIA {e 十 A) Zeie FA, FERIR A OR 
展开 ,于 是 得 

Ka 十 下 一 天 十 有 (cy 十 PhO 十 
SU 
si Ess fla) + Ahlam Ei 

的 一 次 寡 的 【唯一 确定 ) ER Lei 四 做 (x) 的 导数 ,通常 到 作 
Gei, FCO PRS nm CIARA: PE a 十 一 入 x), 用 鞭 中 
所 含 的 有 理 整 因子 天 去除 ,然后 在 记得 的 多 项 式 中 合 上 一 0， 由 此 


Bn. 当 。 MERRI, PREUSSE im AEA 
作为 微 商 的 定义 是 一 致 的 。 因 此 导数 也 可 以 配 作 - 人 或 -f(x)， 
REH f BE r 外 还 合 有 其 它 变 元 时 , 访 作 Bj/6x. 

下 列 运算 规则 成 立 : 
C1) Gro =f tg (HM), 


. DI a 


(2) Gey 二 fe + fg ORAR). 

GAR 
Eetéitëistäissftei-tëf eieiei + hg CX) mod Al, 
证 明 (2): 
Kx + Agla 十 A) = {fx) + BF AX) glx) 十 hg Gei? 
= Hr) gl) + AlfGeieisei + feig Leitood A3. 

例 样 可 证 一 般 的 : 

ER (Tse fl Shith t ee t fas 

COD (bb: = fie tefe + fifie t e t fetta. 
由 4) 进一步 推出 

(5) (ag = nar", 
由 (3) A (5) 推 田 


通过 这 些 到 式微 商 节 可 以 形式 地 定 文 . 
Sp. 1. BPa, tt m) AAEN Fo 一 OF /ae, EMAR 


dfa 
dr” 


Ja PAG) ts beis! = A PCs 加) 


2. 对 于 r REKAH IO ve taj BA 
ZU Än: ss Ata) = AJ Aig za Se 
推导 “Euler 微分 方程 


Ki Si Zo = rf, 


DN 


3. BERAE TRARA H A e E E X, 
HEARS PA, TA E ARRE R, 


$24. SS H 
A 0 是 一 个 有 单位 元 素 的 整 环 . 


ER 


0 的 一 个 元 素 “ 时 做 ofx] 中 一 个 多 项 式 f(x) 的 老 点 或 根 ,如 
Æ fla) = 0。 下 到 定理 成 立 : 

e E f(x) 的 一 个 零点 , 则 Da 可 以 被 x a 整除 . 

wH, 以 x 一 4 除开 x) 得 到 

flx) = glx) Ce a) kr, 
Däer A r 一 a 代入 得 
D = +, 
全 而 e 
f(x) = gle) lr ei, 

RE arosa EKO ERRER RFC) BRRR 
kx aKa 一 Ca 一 ax) 整除 . 

w, RT RSi, ARABERA, ISS 
对 于 值 丰 一 1 和 宝 诈 明 , 那 来 有 

fei = Cx — oD) ea). 
以 x = m RA 4E 
0 == Cag 一 a)i tCar TEEN 
BA oeh o Æ s e E op 所 以 
gla) = 0, 
于 是 由 上 面 的 定 埋 : 
ga = Ce 一 CR Bei, 
fei = CO 一 aAa), REE, 

wn, E E ER A 

ABEE TA dër E Err d, Ae, DR Das kee 
— AE GD RA DRR ere N, SEN Ce SS DEI 
环 中 不 成 立 ; 例 如 ,在 模 16 HARRERA, SIS ieren, 4, 


e HA o 


8, 12, 庆 且 蕊 至 还 有 这 样 的 环 ， 在 其 中 这 个 多 项 式 有 无 穷 多 个 堆 
AG 14, 习题 3) 对 于 非 变 换 环 ,这 一 命题 也 不 成 立 , 因 为 在 四 元 
ZE G17 PD FR, LAr +1 ERA ti, tj t kOGE 
E E AN 

六 fx) BER Cr 一 of 整除 ,但 不 能 窒 Cr — att 整除 , AR 
BERR < 为 f(x) BT k HERA HL 我 们 有 

flw) MG RRRA EA 1(x) ERR TAZ 
DEPE 

SR. mij) 二 《x 一 atele) 推出 

jx) = Rr — oaiieiseitis--olietei, 

从 而 f(x) 能 屋 (x 一 ay SE, 

R PERE AEN Ae éen 

如 时 多 项 起 fx, x) TPAR FEHR TAIE Xit Se 


SECH 0 的 区 中 E ÉIS om, em 
pu = ga Zon e ol = 0, 

Em. ae al 作为 x。 的 多 项 式 (SE E Er EE 
of zt Seil 内 ), RÉIERT DIr ea SEN SC a 
无 限 集中 ,有 一 个 信 a 使 得 

Tei, zz rn Xamis Gul =Æ O, 
把 这 个 表示 式 作为 emi 的 多 项 式 外 理 : 填 是 有 一 个 值 aa 舍得 
大 ol an) Æ D, 

如 此 等 等 . 

HS ARY T- AERES h-ki *; K EA 
IUPa to Xa) ERER EE 

= 93 


ARRE, 在 代数 里 ,关于 ro x。 BÉISE DEET EE 
着 它 的 一 急 系 数 痢 等 于 替 , ma o, teta xa 可 能 取 的 一 
DE SAREES, AESA ATE E T E A 


SS 
习题 。 把 最 后 这 个 定理 推广 到 一 粗 有 强 个 省 盏 式 fen, n) 上 :其 
中 每 一 个 多 项 未 都 不 旦 等 于 等 ， 


$25. 内 插 公 式 


我 们 仍 回 到 一 元 多 项 式 上 ， 但 假定 避 的 系数 区 域 是 一 个 域 . 
根据 已 证 明 的 定 童 ,如 果 两 个 次 数 S ”的 多 项 式 在 = 十 1 个 点 上 
HIRR IRRE MEHE: B A EPRA n+ 1 个 零点 而 最 
高 是 # 次 的 ， 因此 人 至 多 存在 一 个 多 项 式 , 它 在 # 十 1 个 不 同 的 点 
ay 取 苔 定 的 售 TC, em, DE KC e o DÉI 
FER, EER ER deeg, RES AA 
CU) Fx) = > Feal e—a) ‘CFan ): dE 


(a; oul: Lee ole, 一 ao 


SET, 存在 而 且 只 "ETS S n KFAR, EE atie 


t àa ù e ē > ë WE, ë G ë 0 + b 


KEEN 
RAREZA -AERAR LI Newton DS 


A 
(C2) Weg = Aot ALa — A) CxO) 十 “二 
"Assel ol: on) 
FEN (Ste 加 Ae ME A ET A A 二 os -一 GE 
来 确定 . 
最 好 皖 下 面 的 方式 进行 计算 : 首先 在 (2) 中 分 * 二 ow 而 得 到 
feo) = 


* =: 


bh CO1krbSEDD: 一 a Ki TET 
(3) E) 一 天 oo its ei H 


X — iy 
十 和 (一 Ci Ce — damd. 
` Ap ee flao ei, EG 中 分 x 一 a 我 们 有 
OR a) = An, 
E (3) 诚 去 攻关 是 用 = 一 a kik, tH 
Lë, zl To ail 3 e it A 


ze a 
十 As — g) x ap), 
Ji dee TE 区 oa ms r), Arr = a A 
To, o, ole An, 
ETARA TE. AE, r CRIE SGEE) 
WEN EE 


X 一 os 
并 且 如 上 求 得 
fe, sy agas Oe 
+ Alr — a) EE EE 
£5) Ton teta 一 An, 


fom, df ex / ILR ftx) 对 于 点 o, 的 A E 由 
LA) 有 
P oa, a) = Kaa) — Io) 
. i DEE ` 
Cen fos msm) = Eea) Dën, 


zz 一 Gi 


Fas, ty ap) 一 Ho, t sangan) ns t o Dary ea) 
= Ga" Ayl 


k KEREI A ELARA < KEAR petx》 中 E 


a 9% e 


数 ， 这 个 多 项 式 在 点 oo，…, ag ERIE Toni, foi, M 
Newton DI et, ër, (ët CD 
Plr) = hot Alaca) H RCE) e Lee 
给 由 ， 而 在 这 个 表达 式 中 rt 的 桑 数 正好 是 和 4 一 fC a El 
由 最 后 狂 出 的 定义 推出 ， 丰 次 差 商 不 依赖 于 点 dos tta ag 的 
顺序 ( 即 号 码 ) 这 个 性 盾 在 实际 计算 时 可 记 如 此 加 以 利用 , 训 当 
ou rn ok 是 作为 有 理 数 按 自 然 顺 序 答 出 时 , GER A SEI TA 
友人 作出 ,并 且 用 公式 
(7) flan my ai L Fars 一 大 
ok a 
代替 公式 《6)， 这 个 公式 是 在 有 至 式 (6) 中 交换 a 而 得 到 的 。 于 是 
着 商 可 以 按 以 下 方法 排 刘 成 一 个 格式 : 


Foo) 


根据 (7), 每 一 个 后 面 的 现 都 是 国 它 前 一 列 作 一 阶 痊 商 而 构成 的 . 
如 果 还 有 新 的 点 出 现 , 这 个 格式 可 以 任意 向 下 识 粮 ， 如 果 f(x) 是 
一 个 5 次 多 项 式 , E o lb, Di ze 的 系数 A. 这 时 
- 在 第 = 十 1 Size, 

ERRA. 我 们 假定 基 域 包含 有 还 数 域 并 且 点 四， am， 
azs `: ““ 取 作 相 部 的 整数 ， 例 站 0, 1, 2, -作出 上 面 的 差 商 
格式 ， 那 末 根 据 (7) 由 现在 第 下 十 1 列 差 商 中 的 分 母 at 一 mm， 
ma 一 下 ;都 等 于 克 ， 拒 第 二 列 乘 以 1, 第 三 列 乘 以 2, 第 四 列 
很 以 2:3: 一 般 , 第 & 上 + 1 列 科 以 妃 , 那 末代 蔡 差 商 格式 ,我 们 得 到 


e DR = 


Sam 


(8) b Ab 


ER ZS Kad = bs, Ab ŽI bra fu A bs ET AAbh = Ab 
一 Ab., EIS, F bo fu, e ET an RE AARE, 20 RI E 
W, # 次 盖 分 是 常数 而 # 十 KEDER, 这 个 多 项 式 本 身 由 公 
式 (2) 铬 出 ,其 中 


bé 
Ié kel Ch ECO 
ER Ay Gg 


1868 oC e Eé RK 

HT-A bas Pr, Èra’ -É n+ 1 次 差分 等 于 替 ， HAR Bys ën, rr: 
ETC 
n. ` 

SS L.S rei 的 什 作 一 个 着 分 格式 并 且 与 上 上 面 
所 给 出 的 格式 48) 比较 , 犀 林 就 者 出 ,两 个 格 禹 中 各 到 的 第 一 个 元 
SE Éa, Aën, 全 加 2 者 一样: 而 第 # 十 1 Ston Sean Ke, 
由 此 依 诡 推出 ,在 爽 个 格式 中 ,第 7# 列 ,第 # 一 1 齐 ,*……:, 量 后 第 一 
烈 的 元 素 都 福 同 . 

刚才 所 导出 的 想 污 ， 同 时 又 告 旅 我 们 ， 当 各 刘 的 第 一 个 元 素 
Atb BI RCR = 0, 1 a) 答 出 时， 怎样 从 最 后 一 列 开 始 来 
计算 格式 (8) 中 所 有 的 元 素 ， 下面 的 例子 (n 一 3, 如 = 二 0 ,全 一 1 。 
A'b 一 6， 和 A = 6) 可 以 改 明 这 种 计算 法 : 


a 99 oa 


1 ei An = 1. 
7 o 6 
8 12 An = 也 一 3, 
Lo ie 6 
27 18 A e 2 =], 
37 ő 6 
ü4 2+4 
H 
125 


FC) = Än + iie + hawl — 1) + hle — 1X 2) 

= y + 3x — 1) + rlr — 1) r — 2) = sl, ` 

EEN EE IEN EC 

数列 b, b, b, e Me n 阶 算术 数列 指 的 是 这 样 的 一 个 数列 ， 

它 的 差分 数列 是 一 个 4 一 1 阶 算术 数列 。 很 明显 , 假如 格式 (8) 

的 第 a 十 2 列 全 上 直 堆 组成 ,那么 它 的 第 一 烈 作成 一 个 a Dir BEZ 
EI 了 

TR AE IR U) 在 点 0, f, “的 第 构 庶 一个 n bp 


e + k è 8 W 时 
E +» +» T” ù ù è % E ē G ē A% ë ™ ë F ë Z ğě + 


o. ENEE 由 公式 


一 Aën 
bs = Hx) = éo + Lébvds 十 一 xx 一 十 E 


EES EE 
Ti 


SH). 

SR (8) ER OI e St nee ATA (D DH 
的 揪 值 及 积分 时 可 以 技 到 实际 应 用 ， 认 bo bh, ër: 
和 P(x) 对 于 等 距 的 变 基 和 值 mw mm 七 上 m 二 28: 的 值 , 实 战 玫 明 ， 
对 于 比较 规则 的 图 数 以 及 不 太 大 的 步 长 h OR, ER, AKRE 


* 100 e 


蔡 最 复杂 的 情形 五 欢 盖 分 实际 上 是 零 ， 从 而 这 个 栈 数 在 某 些 相 邻 
的 区 瑚 内 怡 如 一 个 最 高 是 四 次 的 多 项 式 . 因此 ,为 了 数值 肉 揪 六 
积分 的 目的 ， 可 以 在 家 中 取 2 至 5 个 邻接 的 值 作出 一 个 多 项 式 来 
TS re Di bit O) 作 册 ;在 少数 情形 ,一 次 及 二 
次 部 分 ,从 而 线性 或 一 亦 多 项 式 就 驶 了 ， 在 把 差分 At RARE 
商 时 ,除了 因子 Ar 外 ,还 有 区 间 长 的 输出 现 ;因此 代替 (9) ,我 倍 
应 用 公式 
AŽ by 
ALAR 

如 果 变 量 值 m, an o RESER, MBARE At, — JE 
Dt ez HÆR (7)， ATAARE 0 Spot Stage 
WE ET KE AA 

ST OTT 
# 十 1 阶 算术 数列 。 由 此 导出 和 的 公式 ! 


im == mag 十 (2) Aag -+ -e + 人 W Atag, 


TH 一 1 El me] 
2. REASTA ze Dr, SI r 的 公式 ， 
F= i] Haze Den 


A KH 


$26. 因子 分 解 
Œ $22 ERRA, TALAI Kir], 此 处 K 是 一 个 域 ， 


分 解 成 素 因 子 的 瞧 一 分 解 定 理 成 立 ， 我 们 现在 将 永明 以 下 的 更 一 
般 的 基本 定理 : 


1) Ain, Kowalewski: [nterpolation und Senaherte Quadratur, Leipzig, 1930., 


OK 


这 里 所 举 出 的 证 明 丰 属于 Gauss DÉI 

Ga > sj 好 是 Sle] 中 一 个 异 于 需 的 多 项 式 ，a0，………， 
age Ët S 中 的 最 大 公 因 子 d (£5 §22, 习题 7) 叫做 Fie) HAE, 
Wd RRIA 

f(x) = dgl), 

其 中 g(x) ARRI g(x) 5 d RTARTA EEE 
的 。， 具 有 和 容 度 1 的 多 项 式 四 做 本 原 多 项 式 (关于 5 的 ). 

引 理 1。 两 个 本 原 多 项 式 的 积 仍 是 一 个 本 原 多 项 式 . 

EH. 设 


fei = aa t ar boer 
到 
gir) = bat ës ten 


Eat, BRIO g) DIER RTE 
从 因子 4， 和 车 是 2 的 一 个 素 因 子 , MAE p ER EE fCx) gCx》 
的 所 有 系数 ， Aa, 是 f(x) 中 第 一 个 不 能 被 上 整除 的 系数 , 5, 是 
g(x) 中 第 一 个 不 能 狐 P 整除 的 系数 ， 
fs) g(x) 中 are 的 胰 数 有 形状 
ab; F abea F abaa te 
E F aa T atag kee: 

KAFINER e 整除 ， 另 一 方面 , 除 第 一 项 外 ,其 余 项 都 能 被 
Sr Di BEE 2 Sep, 于 是 a 或 5 应 该 能 被 整除， 这 
SERE, 

全 5 是 的 商 域 (5 16)、 寺 是 在 Sle] 中 每 一 个 多 项 式 痢 能 
唯一 分 解 (§ 22)， 为 了 用 3[x1 中 的 分 解 过 渡 到 Stx] 中 的 一 个 分 
解 ,我 们 应 用 以 下 事实 ; Ial 中 每 一 多 项 式 g(x) 可 以 写成 王 (7 
的 形状 CF (x) 属于 elek, b 属于 6), 此 处 可 以 看 作 是 ple) 中 各 

s LGZ e 


DRRDRR, 于 是 F(x) DI IST Seet SIS "ere 
Pei = afle), 


(1) px) 一 ed 


我 们 更 在 陈述 : 
引 理 2.。 在 (1) 中 出 现 的 本 原 多 项 式 f(x) E erha, 


e pw pp aw e mn a 
CN NEE E 
"0 k u > ù >ù E EE) 
= è è+ k è ù > a "O_O E + >è > ù o ù ù è > k č 4 
& e aa è č a č —=——/—————— > y k y k a ë > k u > ù e ù > b è k u 
和 
t pb A g sw 


rm BE ët TEEN 
pla) 一 全 Co 一 £ Ste. 


于 -是 
(2) aadflx) = chgtr). 
在 端的 容 度 是 ad, 有 有 坊 的 荐 cb; 所 以 必须 . 


ad = Bch, 
Fsk e Æ S EATER, 把 这 个 式 子 代入 《3) H#EAHM c5 k 
Ke," 
efle) = g(x). 
因此 fix) 与 gtx) AA S 中 的 一 个 可 复元 素 . 
对 于 两 多 项 式 


pir) 一 TIO), 
TOR L glx) 


WÄER 


的 积 , 立 齐 得 
l PACE) = EF) ge), 


RES EL, f(x}gtx) IK rk mg AM f)eir) 
与 乘积 pz 由 te 对 应 ， 

最 后 ,车 p(x) 不 可 牙 解 , 那 末 f(x) 也 不 可 分 解 ; 因为 由 分 解 
fix) = glejte) RO DD ES 3.8 


plx) = ite 一 Z glx) Al), 


REER DA mAH, 

WAF, GH 2 REER, 

SIE EI aE E EE E Tee 
St, Dt E EI ER 
GEES 

现在 转向 Sir] PERS IRtantr A PAARA 
陈 一 定 或 考 是 一 个 不 可 分 解 的 常数 ， 或 者 是 一 个 不 可 分 解 的 本 原 
过 项 式 ; 因 为 其 他 每 一 个 多 项 式 痊 可 以 分 解 成 容 度 箭 本 原 多 项 式 。 
因此 要 分 解 一 个 儿 项 式 f(x) , 必 质 首先 把 了 lx) RE e SE 
多 项 式 ; 然 后 再 分 别 猎 这 两 部 分 分 解 成 过 因子 . 前 者 的 分 解 根据 
WE E EE GE Pl gr se d Sr bp En D. Keith 
质证 ,也 是 如 此 ， 于 是 基本 定理 被 永明， 

SE RIN T RE RRA: 

E S[x] 中 一 个 多 项 式 F(x) 在 Fiel 中 可 分 解 ， 那 末 它 在 


时 


因为 由 F(x) =d fir, AEAF AAFC 与 Flx) 对 
JB, 2 BARiSCTISz Pei 在 Sie] 中 的 一 个 分 解 导 致 f(x) 在 
Sle] 中 的 一 个 分 解 ; 随 同 f(r) 一直， F(x)》 也 可 分 解 . 


* LDA e 


例如 ,一 个 有 理 整 系数 多 项 式 荐 有 有 理 杀 数 分 解 , 那 末 它 所 有 
"ST, GE RN ECKER 


ù ë ù + è E + 00, Y Ẹ G 


ZANR, Ae Hal RSR: 
SC e ek Cl eg ke 


ZE, e EE S [a e sel ER o- 
由 此 推出 关于 整 系数 多 项 式 《 任 章 个 变数 的 ), 关于 系数 取 自 
一 个 域 中 的 多 项 式 等 等 的 唯一 因子 分 解 . 
出 Gauss 引 理 所 引 及 的 "本 原 多 项 式 ” 的 竹 念 ,特别 在 处 理 多 


元 多 项 式 环 时 有 用 褒 民 是 一 个 域 , Kin, gel PEAR f 


SST Yis ""ra pci 本 原 的 ， RETR Kix, ” Xa | 
AER RA, Maii EIA RAIET ti tea taa 的 非常 数 因 
T. 


习题 。 1. Sfr] FATRA S 中 的 可 省 元 素 ， 

2 证明: 在 一 个 齐 或 允 硬 式 的 因子 从 解 中 , 只 能 有 齐 次 因子 出 再 。 
3. aA: ("al 

FIT ln 


A SS 


Tal: ys 
EZAR lun, tas] FEAS (mt rer, HESE wy 证 
有 时 各 关于 其 余 趟 定 元 旦 本 原 的 .) 

4. ADARRERA reegt EC EAR KENE edel 
T. 

5。 是 明光 项 式 


ai 一 xz 十 1 
在 关于 不定 元 * 的 整 柔 涩 多 项 式 环 中 的 趟 可 秀 佣 性 。 这 个 和 项 式 在 有 理 肤 
法 多 项 式 环 中 能 天 分 和解? 它 在 系数 属于 Ganss HPA (REDER EH 


$ 27. 不 可 物性 判定 标准 
多 扣 是 一 个 有 疯 们 元素 的 整 环 ,在 其 中 唯一 分 解 定理 成 立 ,双全 


" LO8 e 


fei = ag Las 十: 十 apa” 
Sëll 中 一 个 湖 项 式 。 以 下 定理 在 多 数 情 形 提 供 一 个 关于 fie) EI OI 
性 的 逢 定 。 l 
‘Eisenstein 定理 .如 果 在 扣 hp ee, 使 得 
an SÉ Di, 
ai = 0e) 对 于 于 < zs? 
on Së Dei, 
eelst Eeer 1(*) 在 了 [可 中 不 
TTD EAE E A © RRR. 
TER., REICO 可 牙 解 : 
Zei es lrA) 


r 
gir) = > Byt” y 
0 


Ed 


Alr) = > Ert”, 


t 
r > 0s, TD rte ës 
H 
ag = boo HB m=). 
由 此 推 册 ， 或 者 hE) 或 者 a=). DIS En), MR F0), 
否则 将 有 o 一 boo = 03p2) 。 

不 可 能 e(r) 的 所 有 和 服 数 都 能 被 o 整除 ; AATRE, SE fix) 一 
gtLaslätei 将 能 被 o 整除 , Am e, ER an 将 能 被 e dës, 这 与 假定 相 
TE. PE, Ar ér ala) 中 第 一 个 不 能 镀 r RRE (ner si, B 
Ka 

gr == been Liens, + Eora 


a; = Hep), 
Bi = UP}, 
bo = Hey 
Här 
bin SC Dei, 
ep SE OI, 
Be SC Dei, 


a 106 * 


Lob, 

Dt rte) 徐 常 数 因 子 计 是 不 可 物 的 ， 

DI om 一 p 也是 素数 ) 在 整 系数 (从 而 在 有 理 系 数 ) 光 项 式 环 内 不 可 
e. Pm ste > 1, p 案 数 ) 是 无 理 数 ， 

az p EREI, f(z) 二 abl 十 29 了 2 十 十 1 是 "分 图 方程 "的 
ER. 我 们 仍旧 间 它 在 整 系数 (或 者 ,同样 地 ,有 吾 柔 数 ) 参 天 式 环 中 是 否 不 
TRJ, Eisenstein 定理 不 能 交接 应 用 ;然而 可 以 如 下 地 完 现 . 假若 1(+) TE 
ME f(x 十 1) ET. RIE 


ft 二 + 1) = SENGER x? vU ler? tent fk 
Le + 1ħ— 1 + 
— ac + (lee? ZF Le P A 
除 d'3 的 柔 数 外 ,一 切 系数 都 能 被 > We lge 
(2) — PiP — eeit 
d E] 

Hi, 对 于 < p 仙子 能 被 + Rma RETIER r 整除 。 另 一 方面 , 常数 项 
(p Z = TIR P E, E je + (Tä, 29bl ta) BA. 

A3 同样 的 变换 世 导 册 关 于 六 = at LL pA A 

Fis + 1) =x + 2 t, 

习题 。 1. 起 明 vn p, BIJER , IEAk Pis Prs …， Pr RE AAAY 
WD m >l, 

2. ERR 

x 十 于 一 1 

在 Pix; 当中 的 不 可 焙 福 ,此 姓 P 是 尾 意 域 , 在 其 中 十 1 一 1. 

3. ERD. SIS 

DEE EE 

ZS en e, 

AAR Hah, Eisenstein LEE rr hp E 

， Fla) = 下 
SES ri 的 同 余 式 
Zei 人 3 

着 且 由 夺 导 出 矛 导 的 基础 上 的 ， 在 嫩 和 多 共 他 情形 ,不 可 鞠 性 的 证 明 也 可 以 这 


+ 1Ọ7 a 


HERH, Stitt lët CG 的 某 一 元 素 ? DRBHAIR. MEA 
箱 的 多 项 式 fx) gt o Kent, eg, SG 是 整数 环 Ce , 那 末 在 对 
于 a 的 局 余 类 环 中 只 有 有 限 务 个 具有 答 定 次 狼 的 允 夺 式 ;因此 对 于 模 9 永远 
RERA f(x) 的 分 解约 有 限 种 可 能 。 如 果 ftx) 对 于 模 9 TAR R f(x) 
也 在 CI*] 中 不 可 物 , 就 是 在 另外 的 情形 , 世 有 可 能 由 所 求 对 于 模 4 的 分 解 引 
出 车 洽 ;而 这 时 ,在 9 是 案 数 的 情形 ,可 以 打 于 多 项 式 对 于 横 4 E 
分 和 解 定 理 ($ 22, 习题 31， 

H1. =c; flr) 一 站 一 好 十 1。 沙 Fr) 横 :2 可 押解 , 那 末 因子 之 
一 必定 是 糖 任 的 或 二 葡 的 。 现 在 对 于 横 RANDEZ AN: 

tat +l, 
HARA- TORTES 
# Lett. 
施行 除法 表明 ,x 一 二 十 1 不 能 被 这 些 多 导 式 整除 ( 模 2)}。 这 一 点 吾 以 直 
楼 从 
如一 六 十 1 二 2 一 1 二 12a 人 十 life 二 me 二 1Ii) 十 

FEH. D Zei FERRI. 

Si G =c; fieisssi Läd kiai- 2, ER 7 RE Tei, 

Zei Se (e t eI a 

后 一 因子 对 于 措 2 erën, o, IN, EE ER 
性 因子 及 一 个 三 次 因子 。 REFREN ENTA E. RA 
于 这 样 考 虞 ,部 在 而 题 中 所 出 现 的 对 于 械 3 CARRERE t + lae l 
都 不 能 整除 70), 

Eisenstein 特定 标准 的 更 为 广泛 的 一 般 化 是 由 G- Dumas Blüm. ée 
p 仍 是 S 中 一 个 素 元 案 。 对 于 f(x) RFR art 二 ephel, Hr 
(cy p) = 1 有 一 个 指数 对 C4, DRTE. 我 们 可 以 扫 这 些 数 对 看 成 (4, p- 
ERER ARE ATAS 六 sz) 的 项 数 相 同 ， 

现在 对 于 每 一 硕 cpxz!, 答 出 一 个 权 ax + Bk, Heika, 月 是 无 公 因 子 的 
HEHE E > 01, BEER M PEF Dia, 因子 以 正 权 B, 与 p 五 党 
HATER o HASERRE T ATERA. 

在 Fe AAR rb, ALEN r RAEAN a be, aA 
EMESA. o E eA + Bu = y ARRAES, EI 
DE VE EIER LEE DA Aerer, RE Fa PEET 


WC 


CO EE EECH 
dr (As pl RB (äs, Bo) Jetë aA + Bp 取景 小 秆 7 AA, O AHE. 
选择 如 尽 可 能 好 小 而 知 尽 可 能 地 太 。 于 是 四 
dñ, + Bi = dA, + Bh 


推出 
1) Ala — RE + BC — a) = i, 
因此 a(? 一 和， 从 而 和 — 和 REDE P HERA: 
do — di = mB, H: — M = — më, m = ÇA: — Àl, Hr — ih), 
RARE: ENO) ag, MRAR SERA AT 
EN mB tra E mtn 


Cms Ptas F ra= D, my + m= my t + r= f8 — mf), 

HERA, 设 f) 二 gtx) gafa) BA r eich 的 项 的 最 小 权 , zs 是 
pD 的 项 的 最 小 权 。 在 al) RAR e An dei 是 有 最 小 指数 总 的 
项 而 e 是 有 最 大 少数 的 项 ;相应 地 会 rx? 与 gs 是 对 于 ele) DE SAE, 
SFHR en Le est 时 ,我 们 竹 到 一 些 其 有 权 Yi + T D'OR CR OH drette 
是 最小 指数 项 而 ett BRAES, er H ln Ee AEN 把 一 
T-S ër Tore dratte g eeneg fe MERHER ni La: 的 一 项 上 , Sgr 

(JE. BIRR nn 与 f(x) 一 至 , 亲 末 显然 必须 有 
"Lasep, 十 P= BLOG An, 
由 此 推出 
(e — 5) + (6 — e) = h — å mmp, 
如 同 前 面 Aa ~ 和 的 高 样 理由 ,5 一 5 及 0 一 pp 也 必定 能 被 A Sek, PI 
为 8 及 上 对 于 (x) Ei 及 入 对 于 ftx) RRRA E. E 
S$=aB, 0 — Pm my mt w= m, 
ES, gr(*) BEER e, 所 以 S mB, PEE nE) BEES ap, ` 
靶 样 就 不 难得 出 上 面 关 于 g(x) eis) 的 次 数 前 表示 式 ， 
Hik. (2) 的 两 个 次 数 由 肥 少 有 一 个 e A, 


是 > 上 


pge OO TE EA 
TAEAE 


mË = å Au Sp D ze P Zog nf D, SnD 


3. 车 8 二 n E A) TE) HEH), 

特别 ， H a= i, B =r = n, BMAF Eisenstein PIERRE. 

DI $f) = apep, (e, p} = l, (man) = 1, EENT ai tan 
对 于 fa) 的 两 项 的 值 者 是 om, AEA A m, B= n, hheag 3, A) 
"7 oa 

. gia b 2m flr) =at t pr tHe Sëtz A + (r — i)e 对 于 
AREI n, 对 于 最 未 项 有 值 ?2 一 222, HEAS & = 1, B= 8l, 
E Gei WA WRG 1， 因 子 之 一 应 亦 有 次 数 ”一 1 从 而 另 一 个 是 稚 性 
Sch ` 


$ 28， 因 子 分 解 在 有 限 步 下 的 完成 


REFERERE, F-REN L, Elle, zn] Hi Dëst 
EER Ltb, A EEAS RRA ENE 
出 分 解 的 不 可 能 性 ; RE tr RRE, E EIER AR 
步 素 完成 站 种 分 解 。 至 少 对 于 卫 是 有 理 数 域 的 情形 我 们 检 内 一 个 这 样 的 方 

根据 $ 26; 每 一 个 有 理 柔 数 多 项 式 总 可 以 假定 是 整 秒 数 的 ， 兰 且 它 的 从 
解 可 以 在 整 柔 数 务 遇 式 环 中 进行 ， 在 整数 环 C 本 身 时 ,每 一 过 因子 分 解 显 然 
T ARARA RKE IT h ARAARA ERG I 及 一 1 因此 
只 有 有 限 种 可 能 舶 分解 ， 大 多 项 式 环 CL*1,…, ta] 里 可 道 元 素 也 只 月 +1, 

。 -通过 对 于 变 元 的 个 数 = 作 完 全 轨 稍 法 ,所 有 法 一 切 可 以 归 精 为 以 下 间 
题 : 

Sr = 中 每 一 因 节 分 角 可 以 在 有限 砂 下 完成 ; 此 外 ,关于 在 号 中 只 有 有 


和 


FE E E E 0, E 0 a Wl WO NO NEE WE a a 0 OO NW 0 E 0 WO E MT 


ab K Kronecker Kä 
SÉ JO) g Spe] haet, roi ere, BRATA 
A e TA e ERR, RURE 10) 是 否 有 次 
Zë 所 :的 因子 
我 们 在 性 窟 选取 的 St T-S S 条 日 9 Fly ra de 上 作 图 数值 Fag}, fie), 
"o Tee, H Ta) 可 以 被 eCe) 整除 , 闭 末 必须 Zon BERS s(a) 整除 , fla) 
能 被 via) 整除 , 等 等 。 AmA A flar) 在 各 中 只有 有 限 迪 个 因子 ， 
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因此 ,对 于 每 一 gte 页 有 有 限 多 种 可 能 情形 来 考察 ， 绿 据 假 定 , 所 有 这 些 可 
SERA DT CISH, lr sten, gla) Ei) ARE AES, RE 
§ 25 HEE, BEKA -TAHA gr) 存在 ， 这 个 备 顺 式 可 以 《人 恒 如 ， 用 
Newin 内 搬 公 束 } 明 确 建 立 超 来 ， 因 理 作 为 潜 察 中 胸 因 子 移 参 项 式 stach E 
有 有 限 和 多 个 。 现 在 应 用 除法 算 臣 就 可 以 断定 每 一 个 这 样 的 多 里 式 g(x*) 是 否 
PASE e) ORT. Au Se E el Zoe St, Grp ët (E ei) opt 
有 一 个 是 Pei 的 因子 , 那 末 Ar) 不 可 分 解 ;在 另外 的 情形 , 我 们 可 以 求 得 一 
个 好 解 开 且 再 对 近 两 个 因子 应 用 这 种 手 钵 ;如 此 等 等 ， 

Eihar (5 = Ch AHTRA N MAARE. Hm mAh 
ZAAR ER EE EE NEE E HCAS H EA, 序 可 能 的 
AFAA si) 能 有 怎样 的 欢 儿 以 及 对 于 入 2 及 模 3, 芭 池 属于 什么 出 舍 
类 。 这 疡 大 大 地 限制 了 可 能 的 zt*w) 的 个 数 。 再 者 ; 当 应 用 Newton 内 插 公 
AR, EES SIE A EE Zen 其 高 项 乘 数 的 一 个 因子 、 这 又 意味 着 
可 能 性 的 一 个 限制 。 最 后 , 利用 湖 于 :十 1 个 点 oi 是 方便 的 (最 好 选取 o. 
E1; 士 2，… 等 等 )。 这 样 ,) 汶 了 决定 可 能 的 (an), 我 合用 合 案 因子 最 少 的 
PRE Zei: 其 余 的 点 可 以 在 以 后 用 素 进 一 步 限 制 可 能 性 的 个 数 , 在 其 中 对 于 
每 一 个 所 证 算 的 es， 首先 斌 蔡 它 在 这 些 次 有 被 注意 到 的 上 ar ER 
大 和 二 是 对 应 的 拨 Gi BEI. O 

习题 。 1. 在 ci] 中 分 解 

ETGEN 

2. 在 Cle, », gd 


Ka, y5 a) =m w? m E liy ai A 
vis + e) Lsäis tan eyr, 
$ 29. XF Er Ze 


De o E— AAIR IEE, 
| lan, x] 中 一 个 和 多项式, 如 在 不 定 元 x， , xs 的 任 一 
Rie TALEH A, BUHR xis tta xs 的 一 个 【有 理 整 的 ) 
对 称 图 数 . 例如 : 变 元 的 和 , 积 . 莫 和 s 一 5 sr 。 
5 六 一 个 新 不 定 元 x, A T 


. 让 * 


ep = [g — rs Ky Xp) 

= g" 一 Go 十 is 一 kb LU Sa 
BRR s RRI e 
di = x F x + ” + tya 


da = E EI + 本 + =- + oY Lee 十 ee 


(1) 


dy 一 Aua x 二 


da Aat Ea 
Ee ENER E 
之 下 都 保持 不 变 。 我 们 称 Sis Crs tts On 为 Xis e pn 的 初 

TE IB opt een, 56) HD, RFE o 用 它 的 表达 式 代 大， 
就 产生 一 个 关于 如 ,x DÉI EK, io, e Gul 的 一 项 
ei Gn JEEE ri 的 一 个 次 数 为 pi 十 te 十 att BÉISE A 
称 多 项 式 , 因为 每 一 ai 是 一 个 i RRES, 我 们 把 和 m + 
Zus 十 一 十 mie 叫做 项 col an? DO, WE ETAR te, nl 
的 权 指 的 是 在 写 的 各 项 由 所 出 现 的 最 高 权 ， 于 是 , 权 为 多 的 多 项 
式 te, 05) 产生 一 个 次 数 所 万 的 对 称 多 项 式 ， 

BEE 

dE EE 
gen, re Ga). 

证 明 。 RPE HA er SCHT St Sp RER h 
那样 ), 就 是 说 , 一 页 an 在 另 一 项 e en” 的 前 面 ,假如 第 
— PER wm 一 B; 是 正 数 ， 随 同一 项 axrn-……xs" 一 起 ,指数 是 
由 a 的 一 个 置换 所 构成 的 一 切 项 出 都 出 现 ; 这 些 项 不 必 全 写 ， 只 
需 号 作 A E 如 .xp ,在 其 中 只 把 和 的 字典 式 的 首 项 实际 写 出 . 


WA KA 


tan RE, e e CS a 成立 ， 

EA EE REIS at H A, ek EH NEIE E ai rr, 
E EC Ee 
具有 同一 首 项 old, RS BEID, SE 


AT e 
H Braë br E Ahk ERA, REA, 如 此 等 
等 . 


这 个 过 程 必 定 在 某 一 步 二 称 夭 ， 所 指出 的 乘积 自然 具有 权 
o — a + 2m — Ze 十 3 一 -一 人 一 as T ada 
=m +t a tee t aR, 

因此 , SEREA e Dë IR SA 因此, 所 给 的 对 称 
画 煞 的 次 数 通 过 作 诚 法 不 会 描 商 . 然而 对 于 和 葵 定 的 次 数 &。 只 能 
FARSTAR 好 ro 因此 , 作 和 上 每- RERA kret: 
各 积 咎 消去 ,并 旦 内 剩 下 进 后 的 字典 式 排列 的 项 ,从 而 这 个 过 程 在 
有 限 多 步 后 一 定 停 下 ,而 不 再 刹 下 任何 项 . 

这 个 证 明 同 时 提供 一 个 把 给 定 的 对 称 画 数 通过 实际 计算 用 a; 
表示 的 方法 。 如 果 我 个 所 答 的 画 数 有 次 数 《， 形 末 所 求 的 表达 式 
Pls oy) RE A. 

由 证 明 中 还 推出 : 所 次 齐 次 对 称 男 数 可 以 用 o 的 “等 权 ”表达 
式 表 思 , 就 是 这 样 的 表达 式 ,其 中 的 项 都 具有 辐 一 权 . 

我 们 现在 枉 明 ,一 个 对 称 画 数 只 有 一 种 方法 由 d ts 5s 有 
MEHET AS: 

车 Bi yo) 及 POr tto ya) 是 不 定 元 mm ,ys 的 
E 
. PILY s Yn) E Payis Yn), 

EK 


Pisi, "Ta Fa) = Pl Sis WW: Fale 


= 下】 于 e 


EHZ p 一 p: 一 p, RHAH, RAIER: 由 pitts 
Yed A D 可 推出 oi on, tts Ca) = O, 
REIH. gf trta Ya) 中 每 一 项 可 以 写成 
ay et yan 
Gët Er DIPRTIS a0 的 组 (ay oe Gel 中 ， 有 一 
"TE Bon eg Dam, HEEE o eu, 那 末 作为 
te, rn 中 字典 式 的 首 项 ,我 们 得 到 
DCH 
15 re, Dee oi e Gul së 0, 
这 样 训 证 朋 卫 - 
oa， 中 每 二 -对称 多 项 式 可 以 用 一 种 而 且 仅 一 各 方法 
Se, e DETER: 这 个 多 项 冻 的 私 等 于 所 条 的 多 项 式 的 
当 ze 不 是 不 定 元 ,而 是 0 中 的 量 , län, 是 一 个 在 [fj 中 完 
全 分 解 的 多 项 式 fs) 的 根 时 ,对 乏 画 数 关 的 有 运 整 关系 仍旧 名 持 
成 立 。 因此 ,出 所 证 阴 的 事实 得 出 ,f(x) 的 很 的 每 一 对 称 国 数 可 
以 用 f(z) RARR. 
习题 。 1.- 对 于 任意 n BR E En, Cd, Gd RER 
H. 
2. Së Daf = sp, EBA 
fpsp 1 fo 92 二 1 AG aat CIL = Dh, 对 于 Gen, 
Sa — spati H er 十 【一 1040n 一 0 对 于 Pn, 
拜 且 利用 这 些 公式 ,将 者 和 s s2 3; 5t ss MBIEN RAH. 
3. RES FE, E 
fo = Bahn 
(对 一 切 47 求 和 ， 其 让 A ELE 343 十 … 二 户 , 于 是 由 习题 2 得 由 一 个 
关于 oi he AREAN: 


Hh TT T Zil ba 一 Zi doles dn + -| + 一 1)° ip] H 


ü 
a 
E 
Xa D 
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此 处 在 让 括号 内 的 再 仅 当 As = 1 而 其 余 2 二 98 rR “而 和 且 作 为 单独 一 
HHR 和 兰 且 兴 一 切 具 有 和 摧 下 标的 ar ERA, KARERA 
是 : 


Hd 【一 1 ttirtiet"™ 人 


一 个 重要 的 对 称 多 项 式 驶 是 全 积 的 平方 : 
D 一 ĮI Lee 一 si, 
GE 


EIRA D TED a = OI ai = Ois tta da 一 (一 1)"gs 的 多 项 
REER C 一 e" 十 e H o 十 a, OH RT 
ERAJ as tto gun PIAST er O 有 一 个 重 和 线性 因子 ， 
一 般 , 分 多 项 式 fz) 带 有 一 个 首 系 数 mo 
FLD = ous + aat 十 ， Lk ae 
MA 


— FL — #3 — Ca 
D = — Ën 1 
dën ën Fp 


ERE, RPR ar pehe: 
D = a~ [I {Xi 一 Xk 


idik 
在 $31 RPA, DR aos al ,a 的 一 个 多项式 ， 
广 用 上 述 的 一 般 方法 ,我 们 求 得 aox? 十 ex 十 ww WOARE: 
D = oi — denge, 
ga" 十 aa? 十 aw 十 #3 RASARE: 
= gja} 一 deng) 一 Ale, — 27a20 + Barada, 
习题 . 4. ue E o t A RAEE. teg 
条 件 ; - 


OD OI OË 
én, 四 keete , H 
CES 十 Lie Ces | 十 ge, A E D. 


e (IS e 


§ 30. 两 个 和 多项式 的 精 式 


SKS CSR 3 
Ze? 一 gox* Laus Gaz 
Sri = by” L Aal kx H Ba 

是 Kir] 中 两 个 多 项 式 ， 我 们 希望 寻求 这 两 个 多 项 式 有 一 个 非常 
ABAF te) 的 必要 县 充 分 的 条 件 . 

我 们 一 开始 就 不 把 ao = 0 或 bo = 0 这 种 可 能 性 除外 ,从 而 实 
BE FO 的 欢 数 可 能 小 于 a 或 gtx) 的 次 数 小 于 o HAAA 
rte) 窜 写 成 上 面 的 形式 ,好 从 项 zox"( 有 时 是 零 ) 开 始 时 , 那 未 就 称 
n 为 这 个 多 项 式 的 形式 次 数 而 称 oo 为 形式 首 项 系数 . 我 们 暂且 
假定 ,两 个 首 项 柔 数 m h FELA TERE, 

在 这 个 假定 下 , 我 们 首先 证 朋 : 0) 与 g(x) 有 一 个 非常 数 公 
因子 , 当 虽 仅 当 有 一 个 形式 如 
(1) Aieiitei = RCx) ECL) 
的 方程 成 立 , 此 处 5(x) 最 高 是 m 一 1 次, k(x) ZB LRH 
AMSAR 4, k TAHATE, 

车 (1) 惟 潇 足 , 我 们 拒 方 程 (1) 的 两 端 分 解 成 案 因 子 , 那 未 左 
右 现 端 所 出 现 的 几 定 和 相同。 我 们 可 以 假定 ,例如 , f(x) 确实 有 次 
数 nla 闫 0); 因为 不 然 的 话 只 需 交 换 f(x) 与 g(x) 所 处 的 地 位 就 
FAT., fx) 的 一 切 过 因子 必定 在 (1) 式 右 端 同 在 f(x》 中 出 现 
一 样 多 次 ， 然 而 不 艇 全 部 出 现在 Ate 内 ; 因为 (x) 的 次 数 最 高 
是 一 1， 因 此 有 f(x) 的 一 个 案 因 子 也 在 g(x) rb eg 
所 要 证 明 的 , 

反 过 来 , E pa) 是 了 (x) 与 g(x) 的 一 个 非常 数 公办 子 , ae 
HEA 


+ li» 


jC) = gëteciëtei, 
gl) = pleal), 
AE C) BEE. 
为 了 进一步 研究 方程 (1 RTA 
Aal == Ca 十 ei ks "E Cms 
REx) = uf Leg? kens cb ai, 
算出 方程 (1) AED Uerder me, el, e A L A 
dër, BEE TEATRE e 与 A BREET GERD : 


ao = dobos 
vr 十 Cg = OCH 十 digs 
(D Enz -+ a + Can 一 全 af: 十 di 十 要 > 酝 0， 
Emig 十 Gaga, 一 damm t TEE 
Ema 一 一 Ga Le, 


LEKT o t m TA o, di Dän + m TARRAT, 希 
ARER e TE E RT ET "H TAIT 
烈 式 中 的 城 号 :把 (42) ee lee, 我们 可 以 把 ec 与 一 中 看 
作 未 知 量 ， 交换 行列 式 的 行 与 询 ( 对 于 主 对 甸 栈 作 角 曾 反射 ), 这 
个 行 烈 式 取 以 下 形式 


Fazi Fy 
Hl” Ca 
《37 R= ` 
Zu `: ` Ba 
Fo: Li 
gë” Lä 


"lr 


(EKA ERESI ER.) 

上 面 所 写 出 的 行列 起 也 做 多 项 式 tal 与 g(x) iE, ME 
意 这 个 行列 式 是 关于 ai 的 mm 次 齐 式 以 及 关于 5 的 2 KA SÉ 
E ERRER” h CIAR, E” ETRY f g 有 一 个 公 
因子 时 等 于 零 ,而 且 当 (与 开始 的 假定 相反 )》 wm 一 bo D ARTF 
ze, 

我 们 | GIN 

ETERA E eO WERE TARAKEA (3) 的 


+t e e Ųų E 0 > u è k E è k k è Ee č + F 
t ù ù è ù ù EE 0 F è ë è AE 0 k mw b è ù E g E b 


t i U 时 % F > ù >ù A + WE 0 p ë h ē E > P 


ER: Euler; ERER (3) SA 
Sylvester frf. 


在 定理 陈述 中 的 例外 情形 m 一 bo = 0 Hl ARIHI, E 


二 元 齐 式 : 

Fir) = agi + Ar? le H "二 antt, 

GOD = hy? + byu e 二。 F bma” 
RER T— TSHA. Sept. e 以 及 数 m, n 唯一 确定 
FAF, Gi KIRKA, reng 230. 

Hw) 一 art 十 mat kr 十 Ga 
= (pat 十 + p, Cga tr ta) 
对 应 于 FF 的 一 个 分 解 : 
Rei = gesi + gal Les + -+ rs 
= poi kt bau tr + gai), 
相应 地 对 8 Gg D. Tt sous br. er 与 
pt Dr SERR iis, Fak Gg 3. ER hA 
a= a, n = l, MASE f A eatae M FG 的 每 一 


es IlG? 


从 因子 产生 了 与 8 的 一 个 从 因 子 ; 然而 可 能 下 与 G 的 公 因 子 是 r 
oa NR. Am f 与 # 对 应 的 公 因 子 是 一 个 常数 。 但 是 在 下 与 
G EBE n 整除 的 情形 正 是 ao = En = 0 的 情形 ; 因此 在 上 上 面 定 
笃 中 所 陈述 的 精 式 等 于 零 的 两 种 情形 可 以 归 莽 为 单一 的 叙述 : F 
与 台 有 一 个 非常 数 的 齐 次 外 因子 ， 

我 们 导 大 一 个 重要 的 车 等 式 ， 现 在 发 多 项 式 f(x), g(x) KR 
Za, b EDE, BITHE 


Tl = apt rr 

aji) = e a Ess + aar, 
flr) = ayt EL: 十 aps 

sigla) = batt Lt hate 十 E bp, 

xalx) = Boxrto GE + a’, 
gia) 一 bar Tt: F bp. 


这 个 套 程 组 的 行列 式 正 是 丸 ， 普 是 用 最 后 一 列 的 代数 余子 式 去 乘 
ZE Dën, IARA mg x 个 "x, 革 未 就 得 到 一 个 形式 如 
(4) Af + Bg=R 
PESA, Ep 4 与 B 是 不 定 元 day brs x HERAS, 

习题 。 1. 答 出 一 个 关于 fei 与 s(x) ADE RRAN TATTI 
式 和 判定 标准 ， 


2L ee E rf 
4R = (Gab — orbi 4 Zabo)? — (ien 一 af) (Abod 一 887. 


$31. $A TE HIRR A ER 


我 们 现在 假 敲 多项式 f(x) 与 g(x) 完全 分 解 成 线性 因子 : 


D 对 于 齐 式 FF 与 局 ,对 应 的 关系 是 : 
AEF + BG = xi R, 
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Da) = an — sites — sl fe — sch 
Sei 一 Bolx mal: sO ym). 

Zoch DÉI au 是 m 与 根 习 ,yz 的 万 等 对 称 画 数 的 乘积 ， 
BER, be 是 bo ye RORA ARAE, EAR È ar Bm 
FALE b 的 # 次 齐 式 ; 因此 R 等 于 r 5 y BARAR 
D acó. 

现在 首先 假定 要 xi 与 y ETE. ZAA R Er; = y H 
ERE., AREARE HA ei 与 gtx) 有 有 一 个 线性 公 因 子 . 
Hk R ATARE s 一 y+ 整除 (§ 24)。 二 于 和 线性 因子 o 一 y EEG 
RAF, Geesen 
(1) s= aa] Dien 
EBE MTER A AA, ez. cy 

glr) = fu II Cx 一 yo), 


D x = Xi AS e E A 


II gx = SU U ies 


$ 


Am 
C2) S 一 ay 这 SL zc), 
ZA, REAT, H 
fix) = a D (x 一 eis (— a JI Ce; e? 
得 出 
(3) s= (~ D" LU Dani, 


由 (2) 看 出 , Bär Age rk E, tan, 5 是 关于 a 
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H n RTRT. TER Ps eil St Ber Det: 整除 :从 而 
Pk TT S 唯一 确定 ， 比 鼓 舍 5 的 最 高 索 的 项 ， 
ERPI S 中 得 出 同一 项 十 afen, 所 以 这 个 常数 因子 有 值 1 而 
zb, 
SE, bk R ZIER C), (2), G). ARE $29 中 唯一 性 
定理 , (2) 对 于 be AR (3) 对 于 an 恒 等 地 成 立 ;这 就 是 说 ,(2) 在 
g(x) 这 有 分 解 成 线性 因子 时 也 成 立 ; 而 3) 在 f(x) 没有 分 和 解 成 线 
性 因子 时 也 成 立 . 
由 此 也 容易 得 出 ,作为 不 定 元 ao,… , Bn 的 多 项 式 , 夭 式 的 不 
可 分 解 性 ,不 仅 在 整 系数 多 项 式 环 中 不 可 分 解 ,而 且 是 艳 对 不 可 先 
的 ,就 是 改 , 在 这 些 不定 元 以 任意 域 作为 系数 域 的 多 项 式 环 中 也 不 
可 分 解 ， 因 为 如 果 六 可 以 分 解 成 两 个 因子 4, P. IRAE 4 
与 旦 写成 根 的 对 称 画 数 ， aF RIBI n y bz, OD Ab P, 
例如 了 岂可 以 层 一 圈 整 除 ， 于 是 作为 对 称 男 数 , 4 妈 必 须 能 窗 
一 切 其 他 的 r; 一 y4 Ets, me at ren 


JI II Cx;— yx) 
ER. B 
R = agta Il T] (x; — ya) 
k 


所 以 对 于 为 一 因子 B HEITAR B = aibi, ZRMI RIER a 与 
b WEHA., DIS ww TAAR 而 整除 ; 因此 只 剩 下 了 一 工 . 
这 就 证 明了 玉 的 不 可 穆 性 , 

B— EEA Ile F. S. Macaulay: Algebraie Theory of Modular Systems, 
Ss, Cambridge, 1961 Spa, 


在 两 个 移 硕 式 的 精 式 及 一 个 客 项 式 的 制 别 式 之 半 存 在 一 个 有 
趣 的 关系 .由 多 项 式 
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jv) = oa 二 ax 二 十 aa 一 
= aka — ma — lee x) 
与 它 的 导数 f) RER RG, 了), Ih (2) 得 
《41) RC, ice" J] risch, 


Late E EU Alban 
Z Lei == Ké ao r— x1) di CAT) ` Le a 


Lei == ol suen . e Ka n" CAE DP 


HEIA (4), 我 们 得 到 
RG, P) = a [| Gesi, 


iE 
或 者 , S DARPA, 
CR RC, P) = + aD, 
EELER P) ERRATA, ARR EA h He ECKER 
an AE D E an, ta an 的 一 个 多 项 式 ， BR, OG) BARAT a 
e a ES MER 5 fx) 实际 上 能 但 分 解 成 线性 因子 无 关 . 
30. 1. re GA TT e a EEN E, E E 


mn (BH § 29). 
2a E Yls T> Fal Æ Fe) DS. E 


D = atag Il joa. 
k 


3. OI Dee, HA 0 EF ARANT 若是 这 一 
情形 , 那 末 在 f(*) 的 素 因 子 分 解 中 或 者 有 一 个 重 因 于 出 现 , 或 者 有 这 样 的 一 
个 因 了 于 : 它 的 导数 外 等 于 震 ， 


$ 31. 有理 画 数 的 部 分 分 式 分 解 


正面 关于 有 理 暮 本数 的 定理 是 有 理 画 数 部 分 分 式 分 解 的 恢 
metal Datei Dir kmirp erg, TO 
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的 次 数 ，5 是 h(x) 的 次 数 而 f(x) 是 任意 一 个 次 数 小 于 a 十 5 的 

多 项 式 , 那 示 恒等式 

(1) ei = reele) d Ala) 

RI REP rC) 有 次 数 AR s(x) 有 次 数 过 a. z 
ZC BBR, gCx) 与 Cx) 的 最 大 到 因子 等 于 1, 因此 

恒等式 . , l 

1 = etsigtei + dA) 

成 立 ， 用 f(x) EAEE, RAEE 


C2) f(r) = fGeietseigtsei + flad Cx) aC),. 
为 了 使 fr) ce(x) 的 次 数 a b, 我 们 用 Cx) 除 这 个 多 项 式 : 
ER ZLoeietsi = gisiëtei + rei, 


WAE e tx) 的 次 数 小 于 he 的 次 数 因 而 小 于 6， 把 (3) 代入 (2)， 
出 此 得 出 
fCx) 一 rx) glx) 二 DGeidta) + glx) gx) Yh) 一 
= r{w) gtw) + sek Go. 

H e Deene Ee Cu t b, 所 以 在 项 最 未 一 项 也 应 
. RARE 二 a + b, 从 而 stx) 的 次 激 小 于 a。 这 样 ， 上 面 的 定理 
RAER, 

SUR ek C1) 的 陋 端 祁 际 以 gA, ke tel EE 


ix) , 
TORGA 稚 分 成 两 个 部 分 和 分 式 的 分 解 : 
Hw) are) Ste? 


ECCO A) ge 
RIRE A AATA AA, rA 
FARRE EAF, MERER A A 
乔 会 央 了 于 的 因子 , 那 末 这 个 分 式 及 能 分 解 成 西 个 部 分 分 式 ， 因此 
F REIT EIA FERRER ERBEN A, AFETA 


WEE 


法 : 航 得 到 台 下 考 述 的 部 分 分 了 式 分 解 定 理 : 


LN è> 本 Wl 0 时 J F 
KN b e u S% E ù 0 + ë ùu ē 0 E ë A èë E â 00 
k + k+ È Ee 看 Ñ uE â E F %4 本 0 ë k A E Ä E E s 


E ë 4 + #2 


ERIKA a qir) = pCx) 的 部 分 和 分 式 r(x)/atx) 
还 可 以 进一步 分 解 ， 敲 素 多 项 式 pa) ARKEL ge) 有 次 数 
jz。 于 是 可 以 先 用 pO RRRA < 下 的 分 子 reo) 而 带 有 一 个 
KE 一 六 一 1 的 余 贷 ， 然 后 再 用 po 一 除 这 个 余 项 测 畏 有 一 
TRE < a 一 2) 的 余 项 ,如 此 等 等 : 
rL) = silep) T 十 rke), 
nir) = aglap + r(x), 
ra) = sl) PCY) + rk), 
rar) = s(x), 
RJ a, tt’ ën ARAA 1. resp iz ED 
rr) nr pr) pp të), 
2 g 
子 是 得 到 部 分 分 式 分 解 定理 的 第 二 琢 述 : 
每 一 个 分 子 的 次数 小 于 分 长 的 次 数 上 且 分 司 有 尝 因 子 分 解 


Rx) = pr pale) pple) > 
的 分 式 f(x)/k(x) 是 部 从 分 式 的 和 ,部 分 分 式 的 分 母 是 桥 el 
(hm = 1, Z, tta f} D= 1, aer , A) 而 分 于 或 者 是 零 , 或 者 有 


LN ë ù è o k 00 


tè e è FE ù č % > è hE 量 F 


ag SST pC) SEELEN, 那 末 部 分 分 式 的 生子 是 常 
$, 在 这 一 重要 的 特殊 情形 中 ,部 分 分 式 分 解 可 以 披 一 个 非常 简 


EIER 


FHF, MEKAAR AERA RAA aAA 
IA, MAM EAR ee E, 如 星 我 们 把 分 母 写 成 有 Ce 一 
Le aile) 的 形式 ,此 处 gtw) PRGA NT * o, ARRA 
ven ` Je Zei — b q L) ige) 


RO) Ce aygo Geay Ce yE 
其 中 常数 与 常 常 可 以 这 样 确定 ,使 得 第 二 个 分 式 的 分 子 对 于 一 < 
TA m P AR e 一 a Ee. 
Ha) — bgla) = 9, 
Hai — bgl) = Ca — afle). 
现在 可 以 在 (5) 式 第 二 个 分 式 中 物 去 因子 x 一 a, RAEAN 
式 用 园 样 方法 处 理 , 直 测 洗 公分 解 苞 部 分 分 式 时 为 目 
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SS SS 域 e 


RAAE ATRE Cl E fain A SH Të 
Shkën "212bus Spronk ($$ 33,34,36,37) 
对 于 体 来 证 也 成 立 ， 


3 33. THE. SI 


ER rk. 

当 E 的 一 个 子 集 A 也 是 一 个 体 时 ,就 称 它 是 了 的 一 个 子 体 . 
对 此 必要 且 充 分 的 是 , 么 普 先 是 一 个 子 环 ( 朗 随同 4 与 5 一 起 ， 也 
含有 5 一 5 及 a5), 其 次 , 它 合 有 单位 元 索 并 且 对 于 每 一 a #0, 
LARRE ri 代替 这 个 条 件 , 我 们 也 可 以 要 求 , 么 含有 一 个 非 
雳 元 素 并 且 随 同 4 与 五 一 起 也 含有 a A Eet, 

TAF: 

HEES TTIR cet eng 

一 个 案 体 是 一 个 不 舍 置 子 体 的 体 ， 以 下 将 看 到 ,一 切 素 体 都 
是 交换 的 . 

证 明 ， 三 的 一 急 子 体 的 交 是 一 个 体 ， 它 显然 不 再 含有 晨 子 
CH 

假定 存在 两 个 不 同 的 素 体 ， 那 未 它们 的 交 将 是 这 两 个 体 的 子 
体 ; 从 而 与 这 两 个 休 全 等 ;于 是 这 酚 个 体 不 能 互 异 ， 

Siten ` enëëiz/ riupouserk, Eë 


WK 


单位 元 来 e, 从 而 也 合 有 一 切 整 数 们 wn-e 一 土 Fe, 
这 样 的 元 过 we 的 加 法 与 乘法 按 以 下 规 居 施行: 
ne + me = (n + me, 
ne me = nm d = pnm’ e, 
ME EE ne AE TE BHEE n we ARE 、 
环 到 环节 上 的 一 个 同 态 上 映射 . 于 是 根据 同 态 定 理 (4 19), p 
HARE Cie ik, GRE p 太 需 所 对 应 的 路 数 所 租 成 的 理想 , 因 
此 对 于 这 样 的 # 有 ne = 0, 
Tree, BA Cjp 也 不 能 合 有 零 因 子 ; AN p 
一 定 是 一 个 素 理 想 ， 再 者 , p 不 可 能 是 单位 理想 ,因为 不 然 的 锋 将 
ALl. e 一 0。 于 是 有 两 种 可 能 ， 
L 了 了 一 (#)， 此 处 8 基 一 个 素数 . 于 是 是 具有 性 厦 pe = 二 0 
的 最 小 正 数 .由 此 推 岂 
EE 
C/CP) jA EAS P 也是 一 个 域 ， "NET, SR 


2. p= C0). MA C — P men, 这 时 倍数 ae 都 不 相 
同 :由 we 一 0 推出 w 0. 在 这 一 情形 环 忆 还 不 是 域 ; 因为 整数 
环 不 是 域 。 素 体 也 不 仅 舍 有 和 节 的 元 只 ;和 而且 还 必须 含有 这 些 元素 
的 商 。 由 $ 16 知道 , 同 构 的 整 环 凶 , C 也 一 定 有 有 同 构 的 商城 ,从 而 
在 这 一 情形 , 素 打 也 与 有 郊 数 域 SI, 

些 : 一 般 来 说, 包含 在 了 内 的 素 体 的 构造 由 生成 理想 p 的 数 

了 或 0 TERE, IEA tegrspouaEe, p 由 具有 性 大 we 一 0 的 
Ben 所 粗 成 。 数 ?或 0 呈 做 体 卫 或 素 体 五 的 特征 ， 

通 管 的 数 域 或 包含 有 理 数 域 和 的 画 数 域 具有 特征 夫 ， 
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rb EBI VM det Dr, 
屠夫 0 是 三 的 一 个 元 素 , 而 不是 互 的 特征 ， 那 未 由 wa 一 ze 


+? ë 00 间 


e 中 + 时 # 


o H, 用 ig as 一 zz 得 me 一 ze， 从 而 根据 特征 
DIV. aset) Gsm ÉS, 
sën st, H na = nó H oz 0C JEH a = 
RPE E tee ARA]: 
(a fF B= af + be, 
(a 一 5)? = a” — b’, 
EH, 二 项 式 定理 
(a + b) = a + (F Leg +o (E Jee? + Er 


koar CS l4, MA5). SEI al ne yp: 
(ite te, 
r UGEET: 
因为 分 子 舍 有 因子 不 能 发 物 丢 ， 所 以 内 剩 下 项 ap H ie: 
(a Tb) ort Be 
Datz RA, TEI 
a? = (a — b) t Br, 
. Le 一 五 ip 一 ap 一 ia 
Déi Ter aneneen, 
习题 ， 1、 通过 对 f 作 归 移 法 征明 ,对 于 特征 e, 
Ca tt Ain = off + Ai, 
Ca— BYP = ef — Géi. 
2. 同样 : 
Le + az + oee + an)t = af tap -h o Lef, 
3. KASH 2? SAI te ETA 
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d. WEM Test Ps 


(a = BPTI os -2 aib "7. 
S., ZE Gauss 整数 环 CS 20., 要是 3 ) rh atA 《1 十 E), (3); 《2 Le 
的 周作 类 了 环 的 特征 是 什么 ? 
§ 34. Ge 加 


如 果 人 入 是 体 3 的 一 个 子 体 , 那 末 就 谣 , 避 是 人 的 一 个 扩 体 或 包 
括 体 ， 我 们 的 丐 的 是 要 得 出 关于 一 个 答 定 体 的 一 切 可 能 扩 体 的 一 
"CAN, 这 样 出 时 也 就 得 出 关于 一 切 下 能 体 的 一 个 委 青 ,因为 每 
一 个 体 益 可 以 看 成 宇 所 包 舍 的 案 休 的 扩 林 。 然 而 这 个 自 的 只 在 交 
RARE TRE PRERA AEREN], 

EAR I EARE E, me pR ES 
千 . 行 在 一 个 包 有 名 及 避 的 体 ; 因 河 号 就 是 这 样 的 一 个 。 一 切 包 
A A R SARRE SR rk. BBA A ke HERE Ae. 
TEUA A R SHE. BR, al) hA SEEE AURE 
IDE STER RPA 

AZAIS) Z2, 

HERTA EE: AlS) = A, A(S) = 9 

A DTR AA S 的 一 切 元 素 都 属于 AlS), 从 而 一 切 由 
AR SKRR RII W, 生 , 除 所 生成 的 元 素 也 属于 AKSG7， 这 
TEE, "IP 于 是 : 
E EE S A TRAE IEIET, 
系数 取 自 A, 

E S Str, S = {u seele BRAT DU Ate? 
写作 Alen, raua), EEA RITOJ tis -ras 于 人。 因此， 
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辆 括号 永远 表示 休 评 加 ,同时 方 括号 ,例如 , 和 [xz], 表 示 环 添加 (一 
切 有 理 整 的 钥 合 ). 

在 和 (6) Eh A R S 的 元 素 的 有 理 表达 式 里 任何 时 候 
只 有 名 的 有 限 多 个 元 素 出 现 ， 因此 , 休 A(S) 的 等 一 元 素 已 径 必 
于 一 合体 和 (&)。 此 处 莹 是 扣 的 一 个 有 限 子 集 。 因此 , A(6) 是 
-EE ACT) 的 并, 此 处 于 永远 是 enn RE, E, ES 
Int IS DES HE ER Ate Bt At, 

ege 与 ;的 并 , 那 末 显然 

ACS) 一 ACEN EA, 
AH ASNS) 包含 AlS) 及 5,, 从 而 包含 A, S, 及 Sa WA 
ARG, 反 过 来 , AlS BA A, S AG, AMES AE) E Sy 
WaS AlS). 

E PIAA RARR TEE 
R mem Lehr KOHE T, RIEF 
一 - 节 来 三 过 七 


535. pip 张 


Sr 0 ER RARER., (Hat 2, m o Eeh 
cf Ce RAKNA CR SERA Ai DA. 
这 个 域 首先 包含 一 切 多 项 式 Zä an EARS, 我们 来 
HERS 与 一 个 不 定 元 + DIS ISS All, 
通过 映射 KKz) 一 1(9), 确切 地 襄 : 
Daat — Far, 
Alr] RAAH S ti 于 是 , HAETTEN, S 与 一 个 同 余 
D 在 非 奖 换 情 形 这 一 率 实 丰 成 立 ， 因为 尽管 变 元 > AORERE EY ak WAR, 
AMRIT Es, TH E EE E e AER 
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2 a E: 

S = Alx]/p, 
IEAk p EA S ERRORES ARCOMAT EPRE, 9)= 
= 0) 所 成 的 理想 . 

Neige, D 人 [x]/P 也 不 含有 霉 因子 ,从 而 理想 
p ETR Ea p 不 能 是 单位 理 椒 ,因为 在 这 个 同 沪 之 下 ， 
Bi e 不 是 对 应 二 需 而 是 对 应 于 = 自身 ， 由 于 在 Alr] 中 每 一 
理想 都 是 主 还 想 , 所 以 只 有 两 个 可 能 : 

1, P= 二 《C7 EAE oeh 是 Als] 中 一 个 不 可 耸 解 的 多 项 
sti, p) 是 一 个 具有 性 质 p(9) 一 0 EIER EISE, Hi 
出 : 

Ge Alr] plr). 
fand et RTR (§ 22); MARS 出 是 一 个 域 . FES 
就 是 所 求 的 单纯 扩 域 ACG)， 

2,p 二 (0)， 同 态 和 [x] ~ SEARAH. REA, 没有 一 
个 多 项 式 fx) 具有 性 质 O) 一 0, DAPRE O), 就 如 同 9 
是 一 个 不 定 元 那样 来 进行 运算 ， 在 这 一 情形 , 环 5 e Als) 还 不 
是 域 ;然而 由 这 两 个 环 的 同 构 推出 农 们 商 域 的 同 构 : 域 A(9), 环 5 
的 商 域 与 一 个 不 定 元 * 的 有 理 图 数 式 同 构 . 

在 第 一 种 情形 ， 8 满足 入 中 的 一 个 代数 方程 oni 0. DS 
3 对 于 和 是 代数 的 而 域 A(3) HI A 的 一 个 单纯 代数 扩张 ; 在 第 
二 种 情形 , 由 f(3) 一 0 得 田 Xe) 一 0, 就 说 3 对 于 和 是 超越 的 而 

域 A(9) 时 做 从 的 一 个 单纯 超越 扩张 ， 根据 上 述 , 对 子 一 个 超越 


1) 对 于 在 会 [x] AERAR, ABRA ER A raar", SEN A 
Fuzz, | l 


s Lä e 


元 素 的 计算 与 对 于 一 个 不 定 元 的 如 算 一 样 ;我 们 有 A(9) Aen, 
在 代数 的 情形 ,根据 上 述 , 我 们 有 
ACD) = S = Ale] Cepl), 

IEA gtx) 是 具有 零点 8 的 最 低 次 (不 可 分 解 的 ) 多 项 式 ， 

在 代数 的 情形 ,由 最 后 的 关 和 对 推出 下 烈 事实 : 

a) 9 的 每 一 个 有 理 图 数 也 可 以 写成 多 项 式 Eat, (因为 
S 怜 定义 作为 这 样 的 多 贰 式 的 到 体 .) 

bD 对 于 这 样 的 多 项 式 的 运算 同 在 多 项 式 环 Al] 中 模 tel 
的 同 余 类 的 运算 一 样 , 

c) 六 程 

i(9)=0 
可 以 化 为 同 余 式 
ra) = leple), 

反 过 来 也 对 ， 

d) 因为 每 一 多 项 式 术 po) 可 以 化 为 一 个 灰 数 二 = 的 多 项 
式 ， 这 里 n a E qz) BRA, Brel aD) 中 一 切 元 嵌 可 以 写 砍 


p= 5 ail 的 形式 ， 
。) 因为 8 不 满足 低 于 “大 的 方程 ,所 以 A(9) PERKE 
#—i 
B = D,a 
k=0 
是 唯一 的 . 
解 或 根 是 3 RIDE pCx) 一 0 叫 人 散 域 A(8) 的 定义 方 
程 。 多 项 式 p(w) 的 套数 叫做 代数 元 素 8 对 于 入 的 次 数 . 
当 3 是 和 中 一 个 线性 右 程 的 解 ,从 而 它 本 身 属 于 和 时 , 欢 数 是 - 
1， 这 时 可 以 取 w(x) 一 + 一 9。 因此 ， 上 面 的 命题 又 重新 导 
出 $ 24 中 已 经 证 明了 的 事实 : 
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和 毒 一 个 有 零点 3 SARIE x 一 了 整除 . 


习题 .省 于 单 龙 代数 扩张 的 情形 ,直接 钙 明 狼 小 多 项 式 9 的 不 
erer ai Sei, PAAREHEA a fr]/ Cei) bE 
8. [BREA E: RE c)s b}, a), d), ei, XIF a) 应 用 c),] 

2. E 2 HH, SIT, pa) 是 a |] pE- RS IHT 
IEN EN 

3. 下 到 各 域 有 的 生成 元 和 二 的 定义 方程 是 什么 : 

a) Räis: 

b) 域 了 (3 和 3 ) 对 于 有 理 数 域 工 ; 

c) bh P(e) 对 于 有 理 激 域 工 ; 

d) è cE]/C) 对 于 它 记 会 的 束 域 。{《cD] 是 Gaus 整 激 环 .】 

4. BETE DR BARET, E =r), a 一 工 (~ 二 A 证 


BB: CEA 的 一 个 单 粮 代数 扩张 。 元 过 = 所 满足 的 a (REES BA 
A? 


域 和 的 两 个 扩张 I, D BE OT A), 假如 存在 一 个 
im Ae E, 它 把 入 的 每 一 元 素 仍 变 为 自身 (保持 不 动 ). 
tka S RETI AATE EE E, 


EH. Ate) ERARA KE Apel 而 AO DOERR 
LE 


n- 1 


>, ap 在 两 个 域 中 ,对 于 这 样 的 元 过 的 运算 和 对 于 多 项 式 模 
Zeg 
p(x) 的 运算 一 样 、 因 此 ,对 应 

E aat > D pE 
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就 是 具有 所 要 求 性 盾 的 一 个 同 构 . 

一 个 在 A 中 不 可 葛 的 多 项 式 在 一 个 扩 域 如 中 不 一 定 不 可 和 锡 ， 
如 果 它 在 8 中 有 一 个 震 点 3, 那 未 至 少 分 出 一 个 稳 性 因子 x 一 9. 
它 在 作 中 还 可 能 进一步 分 解 成 线性 及 非 线 性 因子 : 

pL) = Lee rH Pr) rte, 
根据 以 .上 的 证 明 , 在 这 一 情形 , 域 A(3), AC, ACOD 都 等 
价 ; 而 在 同 构 
AC) ~ A(9) e, 兰 AC9 

GEES EEN 

属于 一 个 盈 蔷 扩 域 8 的 等 价 的 扩张 [E A(3), A), 
入 (3)) 那样 ] 听 做 彼 殖 共 辆 的 (对 于 入 ), 而 在 相应 的 同 构 之 下 互相 
转变 的 元 素 9, 9:，- MHETRE, REDA 的 事实 推出 : 一 
ap 反 过 来 ， er EEN due 
项 式 g(x) HRA Rh pl) = CEET 通过 -一 个 同 构 变 
A a kH EBFC, pl) 一 0， 

EMPREGA. “到 现在 为 止 ，9 HRIH E— AE 
定 的 扩 域 而 单纯 扩张 AOO 是 在 如 里 来 研 窒 的 ， 现在 将 从 另 一 方 
面 提 出 表 题 : 域 和 是 给 定 的 ; 而 一 个 扩 域 A(9) 是 所 求 的 。 此 外 又 
要 求 或 者 9 是 超越 的 , 或 者 9 是 一 个 参 先 答 定 在 A[*] PRTA 
多 项 式 的 零点 . 

如 果 3 是 超越 的 ; 那 未 则 题 的 解 是 容易 的 ; 对 于 9, 我们 取 一 
个 不 定 元 


d E, 


D ën Ire 8 Kapp. 9 AM bit A E dg, 
WEN 。 


作 才 项 式 环 Alr] REREH AG, TEJ r DCL SEI Ze, ` 如 
我 个 所 知 , 除 等 价 扩张 和 外, Ae 是 唯一 的 单纯 超越 扩张 ;于 是 有 : 
一 个 给 定 域 入 的 单纯 超越 扩张 存在 一 个 ,而 且 除 等 价 扩 张 牙 ， 


其 次 讼 9 是 代数 的 ， 和 并且 是 All 中 不 可 煌 多 项 式 pix) 的 
一 个 圭 点 , 那 末 我 个 可 以 首先 假设 P 不 是 线性 的 , 否 基 就 可 以 取 
AAL DI 二 A, 

根据 上 壕 , 所 求 的 域 必定 与 同 余 类 环 

x = Alslätetei? 
WH, HERT Al] 中 每 一 多 项 式 e 3 中 一 个 辐 余 类 了 与 
定 对 应 , 井 且 这 个 映射 是 一 个 同 态 喘 和 对， 特别 ,对 于 和 的 每 一 常数 
2 有 一 个 同 佘 类 4 与 它 对 应 ,而 入 的 这 个 映射 不 但 是 同 态 , 而 且 是 
a, Heu Aë 二 0 mod p(x)， 于 是 根据 ls RE, 
ER EI 中 同 余 类 = 可 以 用 臣 所 对 应 的 A 的 元 素 Zi: Im 
F 变 为 一 个 包 售 么 且 空 38' 的 域 了 . l 

有 一 个 同 余 类 与 多 项 式 * 对 应 , 我 们 可 以 穆 ' 萎 为 5， TEM 
Dër réit Ara LEBAH, I= A(9).] 出 


P) 一 D, ae = Diet), 
借助 于 同 态 , 我 们 得 出 
KAISER EYA), 


于 是 , 当 a4 B a fii A 


PID = D, a = o, 


H 


ETIA 9 È pQ) GE 
+ 1358 


- 这样 就 证 朋 了 了: 
Trei pe A 存在 一 个 (并 员 IRENI EAE, 只 存在 一 


Ke pl) —0. 

EIR alt Bierset SRS 9 br aerer REINER 
EHER ET EE EE E 
一 个 包括 域 8， 在 其 中 已 起 存在 一 个 具有 所 要 求 性 盾 的 元 素 3 的 
了 时候 是 可 能 的 。 例如 ,车 入 是 有 理 数 域 , 那 末 一 个 代数 数 ( 即 一 个 
代数 方程 的 很 ) 的 非 符号 添加 可 以 从 利用 超越 方法 所 作 的 复数 域 
出 发 而 达到 , 在 复数 域 中 , 根据 “代数 基本 定理 ": 每 一 个 具有 理 数 
采 数 的 廊 程 实际 上 是 可 解 的 ， 上 面 的 符号 添加 各 免 了 这 种 超越 的 
还 过 途 径 , 而 是 坦 接 把 代数 数 当 作 一 个 同 余 类 的 符号 来 引入 ,并且 
对 它 定 义 运 算 操 如， 在 这 里 并 没有 引 [入 大 小 关系 ( 盖 , 二) 或 实数 
性 持 ， BARAH, 申 符号 的 或 非 符号 超越 途径 都 作成 (就 代数 来 
向 ) 同 一 个 域 A(98); 因 为 根据 并 始 押 证 , 当 引 满足 同一 个 不 可 牺 方 
程 时 ,一 切 可 能 的 芳 张 ACS) 是 等 价 的 。 这 样 , 符 号 演 训 与 非 符号 
添加 都 赛 蔽 在 834 的 一 般 的 话 友 和 交 念 之 下 ;唯一 的 差别 就 是 对 于 添 
加 所 要 求 的 包括 域 8 或 互 ,在 一 种 博 形 是 已 知 的 , 击 另 一 种 情形 是 


需要 首先 作出 的 . 

关于 量 的 大 小 与 代数 关系 之 天 的 联系 的 姑 粗 情形 将 在 第 九寨 
与 第 十 章 中 找到 . 

习题 。 5- SAA t 十 在 有 理 数 域 卫 中 不 可 草 ( 27, S). y 


机 一 个 震 点 号 拜 且 把 这 个 多 项 式 在 扩 域 王 (的 中 分 解 成 素 因 子 。 

1 。 人 五 是 特征 ”的 素 域 ，* 是 一 个 和 不定 元 ,， A 一 五 (oz 对 于 和 添加 
不 可 鹊 克 天 式 叶 一 * 的 一 个 零点 吉 王 lit HH 再 [的 RS SE 
SP — e, 

7. Dt 2 Me, ihn E OT epp es PE 


WE 


含有 四 个 元 素 的 域 . 
$ 36. HF EREHE 


Sot Ir DD Abel PME, "CSR m, u, ene ARA . 
rte, Ces, B，，……， 

SC nie $17 20EIp EE av REL, RA TAER; - 

1。 oe zk, 

2, au + v) = au + on, 

3, (a + ju = on + Bu, 

4, Caju = al Pu), 

F, ix =n, 

ZB E. EAER PRERE O Apep gam 
RPA AKER Ete E EER, P, A ERII 
SS, A PARARE TEA A SRAT AAA, 

O 的 一 个 元 歌 ” SE EE wi, `" Sie 线性 相关 (对 于 A), 
假如 

o = an | Atin, 
SR, MARRAIRE , Bn Set ERR 
Bue: + Bra E -70 + Bria = 0, 
而 有关 D. feal o = o TMT ”与 空 集 线 性 相关 . 

对 于 和 线性 相关 的 李 念 有 一 系 现 的 定理 或 立 ,以 下 将 分 为 " 划 珊 
定理 ES ID) Ru Or er pn d Gan) ` 
leg MEDEN, 因而 
TEREE ERARE EKAM ph tt 8 ban ARE 
AE EA EE SRA ER RAEE EA E, A 64) 
是 有 用 的 , EARR A RAER T RS, iTA rä e 
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SE, pb kr Tal ër e ër, AT kën EH Ep 
也 成 立 ， 

三 合共 础 定理 就 足够 了 第 一 个 是 自明 的 . 

EEE 1. 每 一 mG = 1, tan) Dm, t's Un RREH 
关 . 
七 而 定理 Gu mn EIERE WE m 
Haa EPER DER ua Dänn, mens "BEER, 

证 明 ， im 

Bov F Bun + +t Bu, D (Bi + 0) 

中 ,必须 Ba + 0, Ao KS a, na 1 SERERE, 

MuE 3. Za D es Ee E e n=l, 


"> s) $ m, "sy Ze 线性 相关 ， HAR w Di oe, dE 
证 明 ， Bw Zomme B vi = A Bau HM 


= 2 “(5 Ba m) = E oe 一 ZS o Bn bn 

由 基础 定理 1 及 3 推出 

SHEL Po n v IRRE R EE 
一 个 包 有 Lon, tta ve) GELEET , 

Zo pe BRATI my e én 一 致 时 ， 就 答 出 一 个 特 
Schei DU. ën DEE AT sei, ，, ws BIRF. 

定义. JOR m, pe REARED. än Ehua ër 
béit, 

AMERA (Ir EG E Op, REENE) 
ERA 

oan te A Antin = D 

中 必须 m 一 0 cs 一 D, SERGE BEE E ART asg ta 


s LA8 e 


的 次 序 。 Gefoer nn, rg wy 当 宅 与 空 
ZE, AM u oi 0 时 :是 线性 无 关 的 ， 

导出 定理 2. 者 HL "773 Hpo HRN Hla y Hpi Hy EI 

证 明 ， DOC oa, ttry Sain Sie DEER — T5 HAR 
RAR Aur ER, LKE. Ste T. ERE en M 
是 , Dän, o, A, 那 末 ai HF tia tta eoz pe RE EHEN TE ss 
“ Bp? 线性 相关 ,从 而 (HEEE 2 0) vw, 与， Ba FATEH 
X. 


=a e FÒ aE 有 è =_=”! > y e k o ç a 


时 


EY. A EIER A RTEA EEEN 
的 部 分 粗 ， 每 一 个 合 于 这 个 部 分 粗 内 的 s&s, 根 据 基 础 定理 ! ,而 每 
一 不 含 于 这 个 部 分 组 内 的 中 ,根据 导出 定理 2 ,与 这 一 部 分 粗 线性 
相关 ， 

SH. PRR m, ew Den ve EB EE E 
MAS RAIS o Den, wm Ei, WE m Den, e, 
KE 

根据 定义 ,等 价 关 采 是 对 称 的 ,根据 基础 定 埋 1 ,是 自 友 的 ,而 
根据 基础 定理 3 ,是 传递 的 。 如 朵 一 个 元 素 ww 与 两 个 等 价 粗 之 中 
的 一 个 弹性 相关 ，。 那 未 粮 据 基 碘 定理 3 , 它 了 世上 与 另 一 个 各 性 相关 . 
模 据 导出 定理 3 ,每 一 有 限 粗 等 价 丁 一 个 线性 无 关 部 分 粗 ， 

RBS Arem) os- o BÉIER v; 
F WW "e m ATELE, TE * 


t è ? u ù ù ù a çë è ë > è >e OT 
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om, tant 

H. 对 于 * = 0, Eër KOR FCO. HIR o; 而且 没有 什 
ARRIRA BRADDY T Le, vil ERRER, HER 
发 [es tta vat W lens ttt’ én SEI, 通过 这 一 替换 ,形成 
ct lan, er m) 等 价 的 组 Cers ttt Peis #4 ti ethe SAE 
e, E {ms treo u} 加 性 相关 ,从 而 也 与 等 价 粗 vy Dës 

-f HE, D Melo, vy Hrs äs 的 一 
个 极 小 部 分 粗 ;而 e, 仍 与 蕊 线性 相关 ， 这 个 极 小 部 分 组 不 能 完全 
由 o 租 成 ,因为 v; 与 内 线性 无 关 ， 因 此 极 小 部 分 组 ie, wl 
至 稍 合 有 一 个 us 我 们 叶 他 做 a, 根据 基础 定理 2 , wx 一 二 ,与 
由 Le, es sel SAEN v, SES ur DIr RO GEI ALSS te , Dim 0, ES 
TARR R EHAR, EE SD La Pis Hk baier 
通过 替换 wx 一 > e, MIERES. 从 这 一 打 是 {ers ttt Dyis Psy Hjo 

eh EI {09 0t’ pain mo un o) 等 价 , 因 为 ur 与 前 一 得 线 

性 相关 ,而 vz 也 与 司 一 钥 线 性 相关 。 这样, 我 们 又 将 糙 换 向 前 推 
和 进一步， 新 的 组 {wy vy vy pi rh Bless Bls Nhs 

‘等 价 , 从 而 也 与 原来 的 组 Lan, a) 等 价 . 

导出 定理 5.。 ”两 个 等 价 的 线性 无 关 租 ”{m，…', ww】 与 
Los e 出 相同 个 数 的 元 素 组 成 . 

GA Le AER EE sAr rS, 

SS obt mm MER TRA DE, 或 者 


线性 相关 Kë ESCH 和 (3) 在 人 上 有 限 ， 四 为 根据 § 35, 
ACI) 的 一 切 元 素 都 可 以 由 1, 3, 97 oo DI REE. 一般 来 
Sp, A 上 每 一 个 代数 是 有 限 秩 的 . 

根据 导出 定理 3, 我 们 可 以 从 使 得 中 中 一 切 元 澡 与 它们 本 过 相 


民生 自 e 


关 的 有 限 个 元 素 中 选 出 一 个 敌 价 的 线性 无 关 部 分 粗 Let, 4}. 
这 样 的 一 个 粮 性 无 关 部 分 钥 ， 对 于 它 来 说 ,名 HILS EA 
性 相关 ,时 做 M 的 一 个 基 , 确切 地 说 ,一 个 人 -大 ( 也 叫做 E — 
个 “ 极 小 基 " 或 “ 粮 狂 无 关 共 ”). 


如 果 把 M 的 元 央 通 过 基 元 素 表 出 : 
(1) # 一 a 十 azta + gd 十 Gute 
EK EE "a Ge 是 唯一 确定 的 ; 因 汶 由 
eme + mun, Bia + +e + Bm 
推出 
之， Lo — Br Jus; 一 0， 
从 而 电厂 性 无 关 性 
or 一 P: = o, 


反 过 永 , 由 表示 C) 的 唯一 性 推出 基 元 素 的 线性 无 头 性. 

根据 导出 定理 5 , WM 中 每 一 基 的 基 元 志 的 个 数 是 相同 的 。 这 
"TT M FA DESSERT ERLIE CMA), 在 全 上 的 有 限 
FARM KRIA EER Oa) boH M EC A 上 的 体 次 数 ， 在 
HAE at ARAA CMa) 也 时 做 gn KIHEZ, 

A r 是 M ER PARR F OE A. HFM or SS 
性 无 关 租 en, e o, RRR, TAEI sr än, DOSS bh, ot 
AEA RTE hr RARA TA, hiet ID 

导出 定理 对 于 入 是 有 限 的 华 M 的 一 个 子 集 对 仍 是 有 限 


t e Fp u č ?_ ç O" E 0 00 


习题. 1- Æ ræ D 的 秩 ， KES r ENER — 
个 基 . 

2. 5 M 有 有 限 秩 时 ，3t 的 一 个 子 集 和 的 每 一 个 其 可以 六 序 为 M 的 
一 个 基 。 - 
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3- 困 意 之 和 及 :4A) 一 工 推 出 和 局 一 人. 

更 在 我 们 特别 将 线性 黎 的 概念 应 用 到 体 入 的 这 样 一 个 扩 体 
E ETa LEARE, WTKR, ER (Aa) 一 般 地 叫做 
EEA ERK% SAKEA 2, 3, 4 时 , 就 说 是 二 次 , 三 次 , 四 
hb dr mn 次 代数 元 生成 的 单纯 代数 扩张 2 = Aa) A 
äert Hehe n AARETE 1,9, 9:,……, 3"! 作成 一 个 
CH 

SE Ra bone. Aeh ona ECO MARATE 
HERL: 

EE POEA EER, AR IBEA KARA gas 
十 有 限 ， 反 过 来 , 若 了 在 全 有 限 且 8 在 了 有限, 那 末 2 在 人 上 
leese 
(2) (Q:A) = (QO: EL EA 
EH. 汪 刁 在 会 鞋 有 限 , 那 未 根据 导出 定理 6 , 王 了 得 在 和 上 
有 有限. 如 在 了 .上 有 庚 是 明 中 的 ,因为 9 已 多 在 入 上 上 有限。 现在 反 
IRR CEA) 5 (0: E) 都 是 有 限 的 并 且 设 {4,…', zo} 是 了 对 
PARA {o e 是 如 对 卫 的 一 个 基 。 那 末 吕 的 每 一 
元 开 可 以 和 孤 表示 成 以 下 形式 : 


w= A dee (oi€ E) 
= I(E gek CE EA) 
I k 
= >, >, Bakuvi), 
D k 


E O RSIR rs AILSA mae; IEBES. ERTA 
彼此 线性 雹 关 ; 因 为 由 
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` > dausn: = D, (Ba EA) 
i A , 
根据 o T E RETE TE 
> rikztg = Ü, 
k 


TEIH = TA PREDE, 
ð = Ù, 

所 以 rs SR AR FARA, EE, 

由 (2) ett 

al FAZETA) = EAJ Wg D DD | 
这 时 由 (2) 就 推出 《8 五) 一 1。 同样 : 

hi ZAC EC Omg: 一 (90:A), 那 未 一 A 

c) SA CC ECO, OAI A) ERE a) 的 一 个 
因子 . . 

习题 ， 4. BrO v2) HATAREE r bn RT 

5. RAAJAT T A RRE R, FEE ETIR 
E (a a) 的 一 个 因子 。 


5- 如果 一 个 特征 ”的 域 对 于 它 所 包含 的 索 域 的 式 数 是 s, ERD 
少 消 元 素 程 成 的 ? 


§ 37. JE Lost Gan 


E EE gg EE E EA FERL AEEA. 

ën Ia ERRES MRA RATRE stt, xn 的 
线性 齐 式 : 
C1) l 一 Aeasen, 

Kit Pi ttt, Bm 是 各 中 答 定 的 元 素 ， 我 个 来 寻求 (在 各 内) 
An 
ER) BOR) = Eaa = Be (zeit, 2, mai 


< Läi 。 


EETA RE is ttes Ca). i 

在 线性 齐 式 Ao Ctto Im 中 和 线性 无 关 的 个 数 r UH a EE 
的 秩 。 MRAR A VARER ESTIA i; WIENE, MEIS i’ talr SS 
Rm Has p, E EPER: 


C3) 五 一 D eah G=r+ti, ema) 
1 


WHE p pE HH s; 用 如 来 代 区 时 ,关系 式 (131) 仍然 保持 
IER. SEA TEAL (2) 可 解 和 的 必要 条 件 是 ,把 1; 搞 成 B;, 这 个 关 戏 
让 也 保持 正确 : 

(4) Hz Ai gas G=rtl, m), 


i 
IRRE PTEE, MR (2) 的 一 切 方 程 都 是 其 中 前 
个 方程 的 精 果 ， 因 此 我 们 只 需 研 完 这 + 个 线性 无 关 的 方程 . 
Ska, e, L Bt en ,xs 区 性 相关 。 于 是 根 
Zeg ze, 导出 定 到 4 ), 我 箱 可 以 把 不 定 元 中 的 > 个 , 例 
Ap Lëns 用 hstta 棕 换 ， 使 得 这 个 新 钥 
th, 和 从 KME, 
PARIJ e ABH hs tety Ley Sais tti x» EHR, 


ER x= D, yal E D, Bac (i= AE AE 
.1 7 十 二 
Jr SE DC RE SE IG (CS A Da DARE.: 


r ri = 


(6) Şi; = > Yab; + >, KZ: (i = i, T.T, r). 


L (es dit 
因此 这 r TRAR 和， SI DIER BER Cens tta E, 
ERT. 
到 此 为 止 我 们 只 建立 了 所 答 的 线性 沪 程 和 组 的 一 加 解 所 必须 满 
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足 的 必要 条 件 ， 我 们 断 冒 ,这 个 必要 条 件 也 是 充分 的 : 

当 条 件 (4) TRE RME CO 可 解 ， 这 个 解 可 以 让 公式 
(O RHL Cans ors Ca W AEREN., 

证 明 。 BAHA, tts in Ya HIEL {ris tta Fa} 
等 价 , gebei EE, LEIKA n ER, 所 以 
这 些 元 素 和 线性 无 关 ， 因 此 , 堵 把 (3) 及 (5) 代入 C), 就 得 到 一 个 
A ya DIESES, RAER A Bas TE 
en, LEE EIERE e Ca IER tr ae 时 
DERRI KED, bh (4) 所 确定 的 Bi 与 由 (6) 所 确定 的 六 的 
确 满足 方程 (2)， E 

为 了 实际 确定 秩 r 为 了 寻求 线性 无 关 的 上 以 及 为 了 建立 解 
的 公式 (6), 我 们 利用 (在 实际 上 也 是 如 此 ?水 欢 清 去 法 :首先 将 关 
RE O PARA e IEKA x; IEA (O 的 其 他 关系 式 
中 ;从 而 有 一 个 基 元 素 e SEIL BAUE IRETE, 让 到 在 对 于 
还 可 能 存 辕 的 六 的 表示 式 中 不 再 出 现 * Hk, ATEH L 只 依 
rapid 于 是 我 们 能 够 确定 , 所 求 的 知性 关 素 
(3) EENT B; 也 成 立 , 或 者 ,一 开始 在 计算 时 就 用 已 知 的 有 来 
代 赫 声 更 为 方便 ， 公 式 (5) 或 (以 B 代 赫 工 并 且 以 如 代 夫 之 后 ) 
解 的 公式 (6) 通过 演 次 代入 完全 自动 地 得 出 . 

由 这 个 有 理 运 算 的 可 能 性 得 出 当 -一 个 线性 方程 粗 的 孙 数 属 


kd, d, d k E WE e ë WW, WW 0 "0 H 
hh 


时 


ga guegeaien (an 0), RSALIE (4) 家 动 
地 满足 。 因此 章 次 方程 租 永远 可 解 并 且 解 由 公式 (6) 输出 ,其 中 
B= 0. 在 这 一 情形 ,(6) 也 可 以 这 样 解释 :所 有 解 向 量 都 十 —r 
个 特殊 解 问 量 


» 了 本 与 于 


《Bl1， däi "ta CPET 1, Ab "Ta 0) 
(uars az nn ryz s Ls ttes O) 


Cains ans >*t, Sms O, 0 L) 
ERREI SA Baan lte le De oi 2 R D df) 
CG 从 右边 去 琵 这 些 向 最 再 相 加 竺 出 ， 在 + 一 n 的 特殊 情形 只 有 
“平凡 解 ” 0， ,07). 
在 域 的 情形 ， 行 烈 式 理 草 提供 了 明显 的 解 的 公式 以 及 线性 广 
程 的 可 解 性 与 线性 相关 让 的 代数 吊 定 标准 ， 对 此 可 参考 有 关 的 教 
ege 


§ 38， 域 的 代数 扩张 


和 的 一 个 扩 域 也 叫 微 在 入 上 是 代数 的 、 假 如 了 的 每 一 元 素 都 
EA ERATE, 
TE, ART TR REER, a a 


T? E h ù + ù 和 W ë k ë E ë A ë G Ñ S ē A ë WW 00 


t + è > ù è +} È k h > k F 


Gi? a EARD I MAAR EE. ARTET e 
TEL, a, d, ii, "中 至 多 有 4 个 是 线性 无 关 的 。 因此 必定 有 一 
个 关系 人 ekat 成 立 , 即 a 是 代数 的 ;从 而 域 呈 是 代数 的 。 作 为 域 
的 生成 元 ( 郎 作 为 添加 的 和 集 ), 我 们 可 以 选取 了 的 一 个 域 基 . 

出 于 这 个 定理 , 代 亲 “有限 扩 张 ” ,我们 也 可 以 说 “有 限 人 代数 扩 
ge , 

Gre Ap 2dA SEET CIE ER 
的 扩张 是 有 限 的 ( 锥 而 是 代数 的 )。 
eg Senn ra AIS 生成 一 个 具有 基 1,3,.….， 
Sri 的 有 限 扩 张 。 根据 S 36 的 最 后 定理 ,依次 构成 有 限 扩 张 仍旧 


e iġġ >» 


生成 一 个 有 限 扩 张 . 

28, 代数 元 妾 的 和 : 头 , 积 , 商 仍 是 代数 元 来 

定理 车 % 对 于 了 是 代数 的 ,而 了 对 于 公 是 代数 的 , 那 末 a 
对 于 全 是 代数 的 ，. 

HW. ”在 对 于 a 的 邓 数 取 自 的 代数 方程 里 只 可 船 有 了 的 
有 限 个 元 素 8, Y, …' 作 为 系数 出 现 。 域 2 = ACB, y, eO} 
于 们 是 有 限 的 诅 域 3'Ca) 对 于 Er 是 有 限 的 ;因此 Fa) 对 于 信也 
是 有 限 的 ,从 而 e 对 于 和 是 代数 的 ， 

分 裂 域 ， “在 有 限 代数 扩张 中 ,一 个 多 项 式 f(x) 的 “分 列 域 " 
Aë Ee, RRE E f(x) 一 0 的 一 切 根 * 而 生成 的 。 因 
此 分 型 域 是 这 样 一 个 域 ACay，……, a,), 在 其 中 A[x] 的 多 项 式 
fw) 完全 分 解 成 线性 因子 ?7: 

f(x) = (x — or — oa), 

并 且 通 过 对 A PRONE R TAIR a; 而 生成 的 。 关于 这 个 域 
以 下 定理 成 立 : 

证 明 ， 在 Afz] 中 jC e 

FE) = dëi, te. E 

EE TEAR plr) 的 一 个 零点 由， 由 此 得 到 一 个 
NW ACn), 在 其 中 pile), ATI fx) 分 裂 出 一 个 线性 因子 x 一 o, 

ISS re A 一 A(m ml 二 x), 在 其 中 
EERI) 分 裂 田 (相同 或 不 同 的 ) 因 子 x — qm,…,w 一 or。 在 
SA 中 fx) 可 以 如 下 地 分 解 ， 

fx) = C4 — oD) ap) Perle) pC), 


在 这 里 和 凡 后 都 将 假定 C0 bp ET ,这 显然 是 无 关 紧 到 的 ， 


I HT- 


现在 对 Ax4 II drei DCS out, 在 这 样 扩张 的 域 
Ariel 5 Ale, rs Gaul ED, Zei 分 虱 出 因子 ro 
xz 一 局 ， 几 这 个 添 可 ,并 xz) 也 许可 能 还 分 裂 由 多 于 《TH 个 因子 。 
EAE RESETE, RA A S AI IE A, 一 Al, 
t3 a)”, 
RAER E rg EAE SET dE 的 分 异域 除 
等 价 护 张 外 是 叭 一 确定 的 .为 此 需要 应 用 同 枸 的 开拓 这 一 概念 . 
SA ERASE, JABET- DARASA A 
rz ER A S= ARNE, Baa pR a, 
在 旧 同 构 A A A Pë, ERN = 互 之 下 也 有 位 中 同 
一 入 a, 
在 代数 扩张 中 有 关 癌 和 构 开 拓 的 一 切 定 理 都 建立 在 以 下 定 馆 的 
SA E: 
GN 信守 全 之 下 [x] 中 一 个 不 Che Ge 


Kë mn ` ze ep PATA eege ak ag 
ët. Ae) 的 元 素 有 形式 craotCer EA), MA EPEE 
Sai Idee) 的 运算 一 样 。 同样 ， 和 (6) 的 元 素 有 形式 
Ical EA), 而 对 它们 的 运算 与 对 多 项 式 模 p) 的 运算 一 样 ， 
因此 ,除了 一 个 饥 术 和 外 ,是 完 全 同样 的 。 所 型 对 应 
Scat 一 > Äech 


1) 这 里 所 和 给 出 的 分 旨 域 的 存在 薄 昌 芽 不 藉 注 让 有 限 步 下 深 际 构成 的 可 能 性 , 关于 
这 人 问题 请 者 G. Hermann, Malh, Ann., 95 (1926), 736—-788 Æ B. L. 
Y. D. Waerden, Mar. Ann., 102 {1930), 738. 
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H 


(此 处 z PERKASA ZTS c 对 应 的 元 素 ) 是 一 个 具有 所 村 
ERR 

ELE A= A BIRRA A pr El BS, 
那 求 再 ~- 次 得 到 以 前 的 定理 ， 邹 添加 同一 不 可 狗 方 程 的 根 所 生成 
的 一 切 扩 张 Ala), (2 是 等 价 的 ,天 有 卫 每 一 根 由 和 应 的 同 梅 
蛮 为 其 他 的 每 一 棚 ， 

相应 的 定理 对 于 至 如 一 个 多 项 式 的 全 部 要 以 代替 汰 加 一 个 根 
也 有 成立 : 

PE DER Aa S =A 之 下 , Alr] 中 任意 多 项 式 Ge) WR 


KR + A E ž F 
t è àù ù a 0. _—_—___”! E&E % k k è E & è k č k ç Y% # 


gR Aan ra a) 与 O 的 任意 SC ai Së 


SC RB. RS nepokzz FR IR SSA 2 
ZER TE Al, ca) 衬 A Lë, el, rb a; We 
Ba AT k = 0 来 说 实际 就 是 这 样 ,) 在 人 AA(a, re ol 中 (x) 
WËSSEN 

Tails ad rte oi: Praak) paLa). 
于 是 , 异 勘 于 同 构 ,了 (x) ÆR Alm, e ER 

Hr) 一 (xz éise Gi: Praka) -Tx), 
E Ale, rs Gel AAC tt Ba) P, AF p, Pe 又 分 别 分 
PEHI Ce aaler gel 及 Ce ae) Cae — Gel, us 

e, a 与 Bran 可 尺 这 样 排 殉 , 使 得 ar 是 Pente) 的 根 
而 Gu 是 oul) On PRS top, oli 
lo, rs orl S A Lë, ere Bg) 
可 以 开 折 成 
Aen, RAT SA Lë, rn Gan, 


* Lëps 


Son HI ën, 
HEET E RRE 
所 求 的 同 构 
A 
极 据 这 种 构成 ,每 一 DEET o, 
现在 ,特别 车 A 一 到 并 且 所 痊 的 同 构 和 衬 玉 使 A 人 中 塞 一 元 
EAE AR F = f HEA AE TAST 
Ales tta Aa) S AAL tt Ga 
ot A 的 一 切 元 素 不 变 , 这 就 是 长 , f(x) 的 两 个 分 裂 域 是 等 
价 的 ， 因 此 ,一 个 多 项 式 1(x) 的 分 列 域 除 等 价 扩张 外 是 唯一 确定 
65, 
EEEH, mä ARRE IR T AAR A E E, 
全 各: "Gehir AREA ARA AEEA RA E EMEA 
AR, TESE E” s GIRE OTI APSE RIAIR, 
FEHI, f(x》 的 每 一 根 或 零点 都 有 一 个 出 现在 分 人 解 
fa) = Ce — a) tKa — ge? 
中 确定 的 重 数 . 
HEHA ei 与 f(x) 在 分 柳 域 上 消 一 个 非常 数 的 翁 因 子 
时 , 有 重 提 存在 《45 24). 然而 Kx) 与 f(x) ZS SE Coos: 
决 肥 因子 与 在 [x] 中 的 一 样 <§ 21, 习题 1)， 国 此 ， 通 过 作出 
fx) SFO 在 全 [x] 中 的 最 大 到 因子 ,就 已 径 能 多 知 道 1(x) 在 它 
AHHAR HESA RR, 
TS AREARE 中 的 两 个 分 裂 域 不 仅 等 
tr TEBEH, BASE opaa 
flr) = Ce — a) eCe oy), 
Fer} (rx I ës 
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成 立时 , 根据 在 如 [x] 中 唯一 因子 分 解 定理 , Faas, 因子 是 唯 
一 确定 的 . 

IER tra Ltb. EST 
全 是 代数 的 ; 第 二 , Alr] 中 每 一 在 互 肉 有 一 个 考点 2 的 不 可 煌 多 
项 式 g(x) 在 红 *] 中 完全 分 解 成 各 性 因子 7 

根据 以 下 定理 ,我 们 所 作 的 分 裂 域 是 正规 的 : 

由 A ERM A[x] 中 一 个 或 多 个 甚至 无 穷 个 多 项 式 的 全 部 


首先 ,我 们 可 以 把 无 将 多 个 多 项 式 的 情形 与 和 到 有 限 的 情形 ; 
为 这 个 域 的 每 一 元 素 a Hemmer EARR, 并 且 对 于 
志 a 为 霖 点 的 不 可 物 多 项 式 的 分 解 ， 我 科 可 以 完全 限于 这 有 限 多 
个 祖上 所 生成 的 域内 ， 

进一步 有 限 个 多 项 式 的 情形 名 可 以 归 到 一 个 多 项 式 的 情形 ， 
为 此 我 条 把 所 有 这 些 志 项 式 相 蒋 厦 且 滞 加 积 的 零点 ; 这 些 元 案 就 
如 同 取 一 团 因子 的 零点 一 样 . 

ZF, Së A Ale, e gel 其 中 ow 是 一 个 多 项 式 的 只 点 ， 
HEAR 和 [x] Git nn RE gtx) 在 台中 有 一 个 零点 B。 妆 
gtx) 在 三 中 不 完全 分 解 时 , 我 们 证 以 深 加 g(x) 的 另 一 零点 序 而 
狩 五 扩张 为 一 个 息 Eë 于 是 ,由 于 8 与 BB At. Pri 

ACB) = AG. 


+t 7 +y ù F è > E y Wf E "00 ù!) t k è >è k è FP n b 


EREIN ATA a ERORE EEEE, AERUMA 
SLEEVE e WFAA SA EA 的 根 , 振 且 这 个 
HARA Da e, 使 得 ech Ah eA AAE EEA 
Sa, ETEA EaR, FETRET 
"RIED WE CO, et Die een, 因为 我 俩 实际 上 兵 诗 上 中 五 与 各 的 一 
个 性 质 . 


Ki 


在 这 个 同 构 之 下 , A 的 元 素 ， 从 而 多 项 式 f(x) 的 孙 数 变 为 自身 . 
现存 对 在 右 两 端 添加 f(x) 的 一 切 老 点 ,于是 可 以 将 这 个 二 构 开 所 
万 为 
ACB, am tts aa) S ACB, m, as) 
其 中 a 仿 变 为 a, WEBI, IRIE B Æ fs rr: Oa 的 一 
个 有 理 画 数 ,条 数 在 和 内: 
B= rm, Gel 
着 且 这 个 有 更 关 和 在 任何 同 枸 之 下 保持 成 立 . 由 此 ， P 也 是 a, 
一, 0 的 一 个 有 理 酌 数 , 从 而 也 属于 城 也 ,这 与 很 定 相 韦 . 
ECH SEEEEEEEEEEEE 


a E E > è a Y č > F è F% 时 è k E 本 本 ë % 时 č F 曙 
t è ù > a +*+ ë e çë% J č E 时 F ç è % > A è k ë F ë F ë E ē k ë E â F çë A 


t 学 F ù k 和 È 电 


证明 ， dS sinn M HER, (AER Ier EL 
W, Phn, w= A: CARRE M 是 有 限 的 .) W HAAR 
是 一 个 邓 数 在 入 中 的 代数 方程 f(x) 一 0. 这 个 太 程 在 中 完全 分 
解 。 请 加 所 有 这 些 当 项 式 的 全 部 圭 点 (相应 地 , 当 这 样 的 过 项 式 的 
个 数 有 限时 , Sur Téin ge A) SL Et e Dn M 所 生成 
DO E. et ks, COU Rrpnie Est 

RN kk Tt 一 0 叶 做 正规 的 ,假如 由 添加 它 的 一 个 
根 所 生成 的 域 已 经 正 规 , 即 (Ch 在 其 中 完全 分 解 ， 

方程 f(x) 一 0 的 Galois 入 解 式 是 具有 以 下 性 盾 的 一 个 不 可 
WATE g(x 一 0, El ën rs ER rer, SS RG ZS (8 E 
10) 的 先 全 分 裂 域 。 这 种 瑰 解 式 的 存在 将 在 以 后 (5 43) 证 明 ， 

习题 。 1. Së AC ECO HOEA tzo, kO LS 


HRI, 
2- 作出 a? 一 23 F AER TRDA. AER, e EAR, EK 


WEE 


ræ) FEH, 

3. ZIL EAK prH, WRO 在 一 个 正规 扩 域 中 分 解 为 对 于 
K 共 由 的 次 数 完全 相同 的 因 于 。 

4. 每 一 个 对 于 入 的 二 次 扩 域 对于 入 都 上 旦 正规 的 


$39. 单 位 $R 


我 们 在 前 而 已 经 瑚 述 了 域 葵 的 一 艇 基础 。 在 进一步 发 展 这 个 
一 般 理 施 之前， 我 们 将 把 所 得 的 定理 应 用 到 某 些 泛 全 特殊 的 方程 
BATRE. 

SD —rSeém A eT A KER ET asi zën 
自然 数 . GIRRES JAR k EAER A A, e 
# 欢 单位 很 ,我 们 理解 为 多 项 式 

Tei = x* — 1 
FEBE EPRA. 

YERIN ES A KARRERA Abel 于 

因为 省 几 一 1 及 六 一 1 时 ,也 有 (fa = 1, ATRE 
BR. 至 于 这 个 恒 是 Abel SIS 

ZC a 的 阶 是 AF, A AGRA d 一 1. 

fei 的 分 裂 域 是 做 素 域 了 上 的 训 次 单位 根 域 ， 岁 项 式 f(x) 
分 解 成 完全 不 闻 的 经 性 因子 ;这 是 因为 # 不 能 袖 域 的 特征 整除 ,所 
以 导数 , 

f(x) = Ab) 
仅 当 * 一 0 时 才 等 于 老 , 从 而 与 所 zx)] 没有 公共 墙 点 . 时 以 在 中 
GE 
我 们 现在 把 分解 成 素 因 子 : 


k= || ga. 
i=] 


"153. 


在 次 单位 积 的 从 中 ,至 多 存在 4/gi CIR ,使 得 at=, 
因为 多 项 起 xwa 1 ERA ka 个 零点 。 因此 在 这 个 竹中 存在 
一 个 元 过 d; 使 得 l 


BIR 


的 阶 是 ai: AA EA gi RESE o, MAEM 8 E g 的 一 


个 因子 ; REg KETAT 1 AAEE q A 
HF, HERT 


如 一 II Ze 
作为 具有 互 来 阶 Ai, d 的 元 索 的 乘积 , 输 好 有 阶 


ji gei 
《5 10. 习题 DEN AE EECH 
SR ACEN e GECKEN 
A A TIR a PTA EB — EIR ANE Cou. Hm, 
h KAR IRAE DEn RUR E PEER, 
A 欢 原 根 的 个 数 现 在 很 容易 形 定 。 我 们 首先 以 p) 表示 . 
P) Bit Dëst A tir, HARA 是 


DRRR A 一 ar, KE, Come ar rb, E a Ce DOE 
Fh RDE A BILIR JAIM 


D Dersu- li 1). 
q 


1) 根据 $ 21, JE, p RARHARES AARG hop ëRgE/p gier 
O CA) Euler o. 


WEE 


其 次 :, 若 亚 分 解 成 两 个 互 素 的 因子 :下 一 re, MRE k NAE 
唯一 地 稚 表 成 一 个 ” 阶 元 素 与 一 个 * 芥 元 素 的 王 积 121 习题 3] 
BR, 每 一 个 这 样 的 夷 积 都 是 一 个 正 阶 元 素 . r ADERAT HE 
CC 所 生成 的 ” biens: AM ETA p) 同样 ,| rs 
的 个 数 是 pls); 因此 ,对 于 乘积 的 个 数 ,我 们 有 
P) = Phr ps). 
HRR SUE", 天 分解 为 和 天公 因 邓 的 素数 省 : 


k= || ai, 
1 
那 未 累 次 应 用 这 个 公式 ,由 此 推 田 
P) = glad, a = pg I pg) teen, 


"TR, 


PA = al la — Da Le Aa lana — 1) 
ET 
这 样 


WEN 
pli) e A Ti 一 EN 


T: 
我 全 全 = 一 pC) PARERE C, t, Cn CPES E 
m - 
Le — Ee — aire Cal = B(x) 
RZ. RAITA 
(2) ah — is [| Str), 


glè 


E 
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比 处 了 涯 历 上 的 正 因子 5; 因 为 每 一 个 下 次 原 根 对 于 让 的 一 个 而 且 
私 一 个 正 因子 WEE d 次 原 根 ,从 而 — 1 的 每 一 线性 因子 出 
现在 多 项 式 名 sw) 中 的 一 个 而 且 仅 一 个 之 内 . 

AI (2) 上 唯一 确定 ët, 因为 由 这 个 公式 首先 推出 

Drx) =z- l, 

DST E 4 二 A, Di 已 知 时 , 那 末 $s 出 (2) 通 过 除法 彼 确 定 . 

因为 ,很 据 除 法 算式 ,这 个 除 靶 可 以 在 变 元 * 的 整 桑 数 多 顺 式 
ARH, TEE.: 

每 一 中 Wei TE gg Eer Ces H 的 特征 


+ 党 ù 村 >è EF 学 èë ò% o èë W: 0 和 
t >» F è F ç 


4 ? 4 学 #F 


EMD E AEAEE SLEI “Mobius BIS" pCa) AH, rm 
Zchn TE: 
D, 5a AATETTA, 
pln) = 4—1), H n= ppr pbp» 没有 平方 网 子 ) 时 ，. 
1， ës 一 工时 
(bis Pza ttt Pa TER o BJE PHARES R AF, Mobius MSAA 
DT SKS, 


证 明 如 下 ; SA gq” ,展开 乘积 [[ (1 一 x,), 然后 全 一 切 
sF., WREE l 
{— UND " "Sen 


恰好 与 的 不 合乎 方 的 因子 4 一 gaga én 对 应 ,和 并且 有 


1) alè (4E a BERR b JERE: 4 是 5 的 因子 . 


WE 


(— 1y = Wd). 
RE eE 2; = 1, PE m > CE k> 1) 时; 
o= Dn Sinn, 
1 did 


X = 1, 显然 有 Dea) 一 li, 


Sp 
Z8in0ERTCRr e- 
分 加 多项式 由 


C3) P 一 TE t 1) 


EI 


输出 . 
JIT RER, TE E C2) 从 而 


ch —— I= JI TI (x 一 ee 


d| erha 
一 个 固定 的 x” 一 1 的 指数 基数 gtd/4), AE d 是 的 一 个 因子 
而 是 的 一 个 倍数 , 郎 是 一 可 aCA :此 外 和 是 id 的 因子 这些 
指数 的 和 一 般 来 说 等 于 零 , 仅 当 &/a2 一 二 时 才 有 值 TETA 
的 双重 积 中 只 有 一 个 因子 x* 一 1 RRR BAAL. D Ze 
(2) RHA G) ME, 
CG 
Pole) = Lei — Dt O10 
cs Lë LU st Lies iz Si ki: 
Ol) = Leg — Life 一 1 
=] +r 
对 于 每 一 素数 q. 
多 项 式 (x) 可 以 很 容易 分 解 ;例如 ,对 于 特征 11， 
drei = xt — x? + 1 = C — 5x t 1t + 5e t 1), 
PRW AS C55) 将 看 到 , ERER ARP, SAR D 不 可 
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十 we 二， 


和 多， 从 而 zz 次 原 根 是 共 辆 的 ， 在 $27 中 ,由 Eisenstein 定理 我 位 
ëss, russ E 就 是 这 个 情形 : 对 于 面 一 x 十 1 及 
一 27 习题 3 及 26, 习题 5 的 内 容 . 

一 个 常常 应 用 的 定理 如 下 : 


GA E . 
k LË zi 
2 aaa ZA 
HEHEH- tHE Lk ean. 
PE HILT RRHAREAN FE A 1, 我 们 得 到 
LE o 
1 E ` 7 


习题 。 L a REIRE E eE 2A REAR. 

2。 TREMA EA BECKA E R F 
方 根 . 

A. Ja Gauss 数 域 了 (DD) 是 二 次 的 。， 把 一 个 败 区 原 根 用 
ra) 中 一 个 元 案 的 平方 根 类 示 . 

1. 在 特征 p 的 博 形 ，(P* 有 站 次 单 性 很 同时 是 # KAR, Irstsengar 
婚 所 必 的 限制 法 IRAN 

5. “分 置 方 程 " 鲁 s(x*) = 0 ae kO, 


$ 40. Galois 域 (有 限 域 ) 


我 们 已 释 在 特征 ”的 素 域 里 过 到 过 有 限 个 元 素 的 域 。 有 限 域 
根据 它 的 发 现 者 Galois 的 名 字 也 叫做 Galois 域 。 我 们 首先 研究 蕊 
的 一 般 性 厦 ， 

Së Akt Galis WA g 是 定 的 元 政 的 个 数 , 

A 的 特征 不 可 能 是 老 , 殖 卓 在 A 内 的 素 域 已 倒 有 无 穷 多 个 元 
3. Rr EARR TERRI SERI r ONARIMI 
HAA pT. 

因为 在 和 中 只 有 有 限 个 元 素 ， 所 以 在 和 中 存在 一 个 对 于 殖 的 
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Joke ve, e éi ?3 ERKE AN), HEE A 
每 一 元 素 有 形式 
C1) een 十 “十 CaCors 
RA c, E H P HE— AHE PTA. 

对 于 每 一 系数 c; 有 了 个 可 能 的 值 ; AARE en 个 形式 如 
(D 的 表示 式 ， 因为 它们 表示 域 的 全 部 元 表 , 所 以 有 

q= E, 

EE ZK 
EE 

tere E EAA, 在 Galois 域 的 情形 这 个 
对 是 一 个 Abel 车 并 且 写 的 阶 是 4 一 1。 任 章 元 素 o 的 阶 一 定 是 
8 一 十 的 一 个 因子 ;从 而 

aTi 一， 对 任意 os 0. 
由 此 蕉 出 的 方程 
ei — a= Ù 

SIT a = 0 CO. 因此 域 的 一 切 元 来 都 是 画 数 x 一 zx DEISE AS. 
So, tts ge RRC, E “一 * 必须 能 黎 


II (x 一 gel 
上 整除。 于 是 根据 次 数 ， 
nn JI C- a). 


A A ERMEZ t — * RERA E, A 
除 同 将 内 是 叭 一 确定 的 (5 3893p AE 


e 时 7€ > ù eE __”)¢> +> 7 %7”; k ù A A è h A k d 


APERE ,对 于 每 一 n > 0 ne P» 的 确 存在 一 个 含有 
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4 = p ARAR, 
我 们 从 特征 P KES 卫 出 发 ， 并 且 在 I 上 作 一 个 域 ， 在 其 
中 za 一 * 完全 分 解 成 槛 性 因子 ， 在 这 个 域内 我 们 考虑 x? 一 x 的 
FARE, 这 个 集 是 一 个 域 , 因为 根据 $33, 习题 1, EE 
Z y” 一 y 推 出 : 
(x Oo py)" ss zë — wë, 


+EH y opd, 


从 而 丽 个 零点 的 差 与 商 仍 是 零点 . 
多 项 式 xs 一 + RARR ADKF 9 = 0(p), 它 的 导数 
yx 一 工 一 一 1， 
而 一 工 不 是 零 ， 因 此 写 的 零点 的 集 是 一 个 具有 4 个 元 嵌 的 域 . 
这 样 就 赴 朋 了 : 


Geh p” 个 元 党 的 Galois 域 以 后 用 GFLp") BR. 

全 3 一 1 一 站 着 且 注意 到 Galois WEARER AE x* 一 1 
KJÆR A E A KARAR, BT 与 互 素 :所 以 对 于 这 些 单位 
A, gl" Drepp 

E AED Cen H A Zi, 或 者 : Galois 域 


t 和 


由 + + ù Y è a > 本 学 


KAEST A PRIR RAEE, 

GFO DIR EATR "23 m, 
EEn 的 因子 , HAA p” DR, "Gig ATESA, en 
它们 必须 是 at 一 x DOSEN 然而 对 于 o 的 每 一 正 因子 o 也 确 


* 160°= 


” 实 存 在 一 个 这 样 的 子 域 ;因为 当 w 是 # 的 一 个 因子 时 , pm" 一 1 是 
DEE EK Lé eet ebe dk dek EC WE 
së 1 Reen 1 DER së sx BR sii sr DOT, D 
hb IR GFO) 中 完全 分 解 ,所 以 前 者 也 必须 如 此 ,并 且 
EMRAH CF"). 这 就 诈 肖 了 :对 # 的 每 一 因子 m>, 
在 GF(p”) 中 存在 -个 县 只 个 m 次 子 域 GFO”). GK 


Ų mn p e a ww a E 
= ù >ù è è "WE, 0 E E 7¥ 


= +è ù F e è % Ñ qk U > © E, E % Ų E, ř È č M 


WH., 对 于 每 一 元 素 r ERR PRES e R a, MTF 
(x — y)? = x — MÉI 
不 同 的 元 崇 有 不 同 的 PARE., RIER p KRAAS 
的 个 数 … 样 和 多。 所 以 一 切 元 索 都 是 ?次 需 . 
最 后 我 们 还 要 定 出 域 X= GF(p") 的 自 同 构 . 
St, a> 是 一 个 自 周 构 . 因为 一 方面 根据 前 面 的 定理 ， 
这 个 对 应 是 可 黎 单 值 的 ; 另 一 万 面 
Ca -H B)’ e + br, 
Cap)? = ft. 
这 个 自 辕 构 的 震 将 o HE a, ei a ma, REE RER 
找到 吉 个 自 同 构 ， 
在 $41 中 看 到 ,不 可 通 有 多 于 区 个 自 同 构 ， 因此 以 上 所 定 出 
”的 自 辐 构 是 仅 有 的 自 同 构 . 
对 于 = 一 1 的 特殊 情形 , 对 GFO 成 立 的 定理 应 用 到 同 余 
类 环 C/C) 上 ,就 产生 初等 数 葵 中 所 缉 知 的 定理 , 序 ; 


a Ii + 


1. 一 个 关于 ? 的 同 余 式 最 多 有 和 它 次 数 一 样 多 的 槛 上 的 检 . 
2, Ferimat 定理 z 
al = l) ST aE ole), 

3. PEA "E p bk G”, ETERS P EAAF 
DIS A Ja E eE r e, CORA: ARRA, Fe 
EE EC 

4, GF) HERIC a, a e aa RORE — 1, D 
为 


f A 
ei — 1 = || Ce a). 
1 


HF a [= 1, 我 们 得 到 “Wilson 定理 ”. 
(p — 1)! = — Lei, 
习题 . 1. a lala mt flx) 在 e 中 的 一 个 
THR ftw) HARRA a HRATT 由 
ar, a, en, a Ga 
答 出 ， 
2- 若 * hpl RANTE bien") 的 竹 一 元 过 是 一 个 * E. E 
* 厦 p* 一 | 的 一 个 因子 ; 那 末 Gr 中 这 样 的 元 索 而 且 外 是 这样 的 元 素 a 
+i r KS, CTET 


el 
Oo F = I, 


SH enee CT r CSR 

3. H AEF o p Am p 只 有 有 限 个 疝 余 类 时 ,bj/p 是 一 个 Galois 
域 。 

d. HRE Gauss KO E ere T E CL LO, (3); (GZ s (7) 
HRR. 

3. SG 6F(9) tie BIR Gro) gg Ié bes Her 

- GF(8) H— PEAR GF(2) rb Eër EI te, 

6- 对 于 每 一 ? 及 m, TER r 不 可 和 煌 的 带 条 数 和 多 大 式 Zi, BARS 

多 形式 都 是 t" A HT CR A). 
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=! 


Galois pt 2 eGR ECO eeb O. Chevalley RENA. Abi. Math. Sen. 
Hamburg, 1% (1935), 73, 


§ 41. 可 分 与 不 可 分 书 张 


设 入 是 一 个 城 . 

RMR: 一 个 在 4f*j 中 不 可 物 的 多 项 式 在 一 个 扩 域 调 能 藻 
AEEY 

1(x) BERR” AHE o 与 f(x) 有 一 个 非常 数 的 公 因 子 , 根 
据 $38 ETARE all 中 算出 。 #160 THA, E O 与 一 
TEKS IS AAJA RT; DI RE E a 一 0， 

Ke 


ZU? 一 Ki Gvt”, 


F (x) = 5 (LZ en? 
] 
SILB Gei = 0, 那 末 人 每 一 系数 必须 等 于 雪 : 
po, = 0 (一 1,2，-… 
在 特征 堵 的 情形 ,由 此 推出 e 一 0 对 一 可 关 0。 因而 一 个 非常 
数 移 项 式 不 可 能 有 重 零点 。 在 特征 绢 的 情形 ,对 于 a 关 0 也 可 能 
vas = D: RI 25 BER 
? = 0p). 
这 样 , f(x) E re d, 除去 具有 wv = On) 的 项 ma fh — 
ines eer, Am fx) 有 形式 
Fx = ag t apt? F agp 二 --. 
友 过 来 : 当 f(x) 有 这 样 形式 时 ,了 Cx) 一 0. 
在 这 一 情形 我 们 可 以 写 
(ei = pler), 


| STATES, TS Als] 中 不 可 鹊 的 多 项 式 


r 和 


当日 仅 归 fo 可 以 号 成 r 的 画 数 时 . 

在 后 一 情形 ,q(x) 本 身 也 可 能 是 x? 的 国 数 ， 这 时 HCx) 是 x 
BIRA: ie OD 是 véi GO, 

IA = par), 

但 不 是 vi "D Ath HETARA, SS. o O) 0; 否则 
将 有 (Cy) = XO, AT Fx) = Xr, SBER. 因此 
gi PRAGE, 

我 们 在 一 个 护 域 中 分 解 A 为 粮 性 因子 : 


ton = J| Co GA. 
由 此 得 
tlx) = [| Leg — 8B,). 
1 


Sa Roi 一 Bj 的 一 个 辟 点 .: 那 示 有 
ef == Bi 
ag Beet of = (x— ach, 
因而 a 是 xz 一 B; 的 一 个 Er E ER 


œ) 一 本 (x = ie 


所 以 f(x) BARRARA -ER r. 
多 项 式 少 BIRA m Uf Ce) BIR a; KIRRI; 叫做 
JO OR aD TARE, ERA Ban Wa 
se 一 mg ` 


Baw, mb MS fw) 的 不 同 震 点 的 个 数 . 


s Léid e 


如 时 8 EAE alr] PRETER RAAI C) EK 
多 项 式 的 霉 点 , 那 末 就 称 9 Bit A 20 aber, RAA 
多 项 式 1(x) , 当 它 的 零点 都 是 可 分 的 时 候 , 也 叫做 可 分 的 。 在 相反 
的 情形 就 称 代数 元 9 或 不 可 钩 多 项 式 1(x) 为 不 可 分 的 或 第 二 种 
的 。 最 后 , 一 个 代数 扩 域 ' 了 3， 当 写 的 元 素 全 部 是 对 于 入 可 分 的 时 
使 ,就 时 敌对 于 入 可 修 的 ,而 其 他 每 一 代数 扩 域 就 叶 做 不 可 分 的 ， 

在 特征 零 的 情形 , 根据 上 述 ,每 一 不 可 役 多 项 式 (从 而 每 一 代 
数 扩 域 ) 是 可 分 的 ;在 特征 P 的 情形 只 有 指数 。 一 0 的 多 项 式 (从 
TRIK m 一 2) 才 是 可 分 的 ， 在 特征 # 的 情形 ,一 个 不 可 移 
非常 数 多 项 式 plx) 是 不 可 分 的 ， 当 且 仅 当 它 可 以 写成 *? 的 多 项 
式 . 

我 们 以 后 将 要 看 到 ,多 数 重 要 且 有 兴趣 的 扩 域 都 是 可 分 的 ,并 
且 存 在 很 大 的 一 类 域 ,它们 没有 任何 不 可 分 扩张 (所 户 “ 完 全域”). 
基于 这 个 理由 ,以 下 特 列 与 不 可 分 扩张 有 关 的 一 切 计 葵 都 用 小 池 
书写 . 

我 们 现在 考 直 代数 域 了 一 A(8)。 E LR Te 一 0 的 
区 教 “同时 走 示 域 次 数 《3:A) 对， 构 条 次 数 w 同时 就 表示 在 以 
Ze E, DEE A M TEREZES IAT E EM ier 
的 域 D CS RP a R A), 和 并且 只 考虑 这 样 的 同 枸 ,在 这 
个 同 构 之 下 象 域 I 与 了 同 在 一 个 适当 选取 的 包括 域 介 内 。 ATF 
定理 成 立 : 


1》 “划一 种 的 ”这 一 襄 法 起 源 了 于 Steinitz. REM TDR, HERR dad 
"MIER SE 


WITZ E 


证 明 。 ”每 一 相对 同 构 必定 把 8 映 成 一 个 在 8 中 的 共 王 元 
9 .现在 如 此 选取 ,使 得 f(x) 在 9 中 党 从 分解 成 线性 因子 ,于 是 
9 确实 有 m 个 闪 旺 元 二 3, D 然而 不 攻 只 怎 祥 选 择 ,9 水 可 
BEE ÄERD. REEE ARAGOA hS S 
的 葵 出 面 完全 确定 。 因为 若 9 映 成 9 T A mu EES), 
屠 末 必定 

Bandt (Ces EA) 
映 成 
Zant, 

EE EG 

de OU 3 荐 可 分 的 , 犀 末 m = nm, IG ziel Mën rier ep 
EH 

AEREI 了 = A) 的 (相对) ME, 9 KJAER S big 
TEE EE 
Sea Om, 这 个 域 , 正如 上 面 那 样 , MP MAER f(x) 的 分 烈 域 ， 
”部 人 上 包 合 了 的 最 小 正规 扩 域 . 

当 我 们 有 一 个 扩 域 ,在 其 中 每 一 个 方 稳 o) = 0 都 完全 分 解 
成 米 性 因子 时 (如同 在 复数 域 中 那样 ), 那 末 可 以 一 次 选取 这 个 固 
定 域 作为 旦 ,而 在 裔 到 辣 构 时 总 可 以 略 去 “在 如 内 ”一 现 ， 在 数 扰 
的 理 讲 中 就 常常 这 样 作 、 在 $ 62 里 我 们 将 指出 对 于 抽象 域 来 说 
也 可 以 提供 这 样 的 Q. 

习题 . 1. sm ta r ARR e Rtg, WRA 
st ss D 在 U 中 不 本 徇 并 且 由 这 个 方程 所 定义 移 域 Dein 在 
Dei 上 不 可 分 。 

2. 性 出 下 列 域 对 于 有 更 数 域 工 的 相对 同 构 ， 

a) "RK Dë: 

b) rO). 


s Log o 


3. ES 二 7 属于 和 而 六 ”不 属于 和 4， 那 末 多 项 式 *r — r a [e] 
中 不 可 类 ，[ 为 了 库 明 ;指出 3 在 和 ^ 上 的 次 煞 正 好 是 ze.] 
LEARN- ATF: 
Ez- AP E EH a EKR m FAE dE eu em 而 生成 的 ;又 


和 


Ris a Et HR Sr e Oe A Lon, es ee per 


时 


T E E % 0 h č NW OO A ë k: ë y "E "E a è h: ê OT OK 


eem, EEF w = 1 Meier ENEE 
于 z= = A(T Gm_+t) BEIER: ÉA ERA 2, AREE E 的 
H a RRHH Drëps A DU n LE EE, 5 
PRENE, E on a E E EO, 内 答 好 有 na WERSIE SEHE = 
Eam) 兰 对 一 五 (5w) 反日 不 能 多 于 ah 种 万 法 ， 

am E E, HS LISER ai 个 不 同 的 根 指 方程 矿 fo 一 0。 在 同 构 
2 E 之 下 全 fach bs Lach, BE Dia 在 一 个 适当 的 扩 域 内 全 肛 ,个 
不 同 的 根 并 且 不 能 再 驳 。 他 3m 是 这 样 的 一 个 根 ， ME Es 的 选取 ， 同 构 
Zuse E, AHAH- A m RE AERA A foi Ee) I 
Van Üm 入 个 开打 由 公式 

Erpa DE 
SI, 因为 我 们 可 以 有 # 和 方法 选取 am， 所 以 对 于 每 一 个 取 定 的 司 交 
D Nk 
ia ës, 个 这 样 的 开拓 。 直 于 这 个 同 移 本 身 可 以 有 [F ai 种 方法 
1 

P AR FE LAA EE 
Cl 


Hai TT 
1 1 
个 相对 后 徇 着 且 不 能 再 雾 , 焉 地 
soe gt at, de A) 的 全 (bat) e, mz a 同时 是 
A Lë, rs Ai) 对 于 和 (ay Gr Al ARARA, Jm a) 等 于 
IT n. ERRETEN, 于 是 得 到 . 


适当 的 扩 域 器 克 ), HERA a; THER A Lou, e GA 是 本 分 


和 


te 


1 + u č E "NO +a ‘n 


Ee 首先 这 个 定理 授 明 ， 每 一 个 Gi 
对 于 前 一 个 束 的 可 分 性 是 一 个 墟 的 性 持 而 不 焦 弄 于 生成 元 w 的 选择 ， 因 为 
这 个 成 的 任 八 一 个 元 来 8 都 可 以 选 作证 一 个 生成 元 ， 所 以 立刻 推出 ， 呈 要 一 
DI o: 在 所 误 状 意义 下 十 可 分 的 , 那 夫 开 的 每 一 元 来 是 可 分 和 的 。 从而: 

lr ANE Ss SS S1 Ge EBL a 对 于 前 一 个 域 是 可 分 


和 


Ee E E E č WE 000 


对 于 和 ^ 是 可 分 的 ， 

特别 :可 分 元 素 的 各 , 差 , 积 ,商都 是 可 分 的 

再 者 :着 8 对 于 克 可 分 而 所 对 于 人 可 分 , 屠 本 8 对 于 和 可 和 分， 因为 8 江 
足 一 个 带 有 有 限 个 属于 五 的 系数 四， n 的 厂 程 ， 折 以 对 于 A Te e 
Ga) PI, Sg 

A (us sens Gas Hi 
GE 

最 后 , 我们 有 : TER EE E SEN 
(EIA). 

ARE bak, XT AAT RE AAEREN Air Se, 所 
以 在 a AERD k h A Ar Set On, E A DGE Ou 
本 和 作 入 在 8 中 询 最 大 可 分 扩 域 . 

OT a RJ pn, ëmt mr, AE o Ha TE a H e 
在 On Alti 。 是 这 个 元 寨 铝 指数 .由 本 和 下 开 姑 的 考虑 ,应 到 推 押 ,az 满足 
一 个 具有 完全 不 同 的 根 的 万 程 。 于 是 : 

SE 

Fp EO TAARA 228 e Ei SEN. 这 些 指 激 中 的 最 大 
者 ; 仍旧 如 作 o UHRO RIER. Qo ARUH ODER E. 

开关 RKE Dip, er La e emt, AF r 次 方 时 ， WME 
这 个 太 根 已 释 不 在 域内 《 即 在 请 加 一 个 不 可 鹊 方 程 邓 一 有 一 0 的 可 时 )， 那 
FERRERA. TE, te RER 式 方 时 ,我 们 最 上 后 将 有 

LO: ais 0: a) pi, 


e 116R" 


SG An Pak, E 
次 数 REI ei, 
对 于 er RRRA RRE. Soen er, CPOS 
看 到 的 其 样 ， 


atā — 8 = at gt 一 {x 一 aje". 


因此 ,的 一 个 er RRE ECR EAE rer RE E PZ 


atam V a tV e, 
ep 一 ry d HYB, 
KAER rK ERTEAN. 
IM. 4- 识 对 于 一 个 有 限 不 可 分 扩张 ,。 DI 如 上 完 义 , 那 末 < f, 


在 单亲 扩张 时 e = F, 答 出 一 个 关于 e 了 的 例子 。 [ 深 训 两 个 或 新 个 下 定 
TCHY P 次 想 .] 


3 2， 和 完全 域 及 不 完全 域 


一 个 域 A 叫做 完全 的 , 假如 和 A[x] 中 每 一 个 不 可 区 多 项 式 
f(x) 都 是 可 分 的 ， 任 何其 他 域 都 时 做 不 完全 的 

以 下 两 个 定理 表明 ,一 个 域 在 付 么 时 候 是 完全 的 ; 

L Gg AE, 

GEI? RSA 

I, RTE S REZA, 8 HR att ER. 


e dl mac g e ERT A p CR. 29 
RETRAS vr ER oo ët f(x) 各 是 一 个 ?次 霜 , 因 为 


FOD = D alar) = ËM aert}; 


是 可 分 的 . 


WR LA E 


另 一 方面 , 如 果 在 域 浴 存在 一 个 元 素 a, ETE PXE, 那 末 

洪 虑 多 项 式 
fx) = x? a, 

就 (x) 是 f(x) 的 一 个 不 可 多 因子 ， 添 如 Ma = B 后 ,f(x) 分 
解 成 完全 相同 的 线性 因子 (x 一 B), TÆ p(w) ,作为 f(x) 的 因子 ， 
F E (x 一 站) eR E ot) 是 线性 的 , 那 未 p(x) = x 一 
而 8 将 属于 域 A, 与 假定 相 违 。 所 以 g(x) =(x— BI, zi 
是 和 A 上 的 一 个 不 可 分 多 项 式 , 从 而 入 是 一 个 不 完全 域 ， 此 外 ,根据 
§ 41, PCr) 的 次 数 必 须 能 儿 整除 ,所 以 这 时 等 于 p, E p(x) 一 
(Gi. 

H $4 的 最 后 定理 立即 推 田 : 

TE Galois 域 都 是 完全 的 . 

在 一 个 代数 封 开 域 (定义 在 $62) 中 ,每 一 个 不 可 特 多 项 式 都 
是 线性 的 ;反而 

T RRR EEA, 

HEARRE SOLAHE TABE: 

Dk 代数 扩张 对 于 这 个 域 是 可 分 的 ， 


二 F? 和 


LS 和 ù > E ù ù + è w | a > > E E > > è F t 


这 个 不 让 分 扩张 出 添加 一 个 第 一 DT E 
而 得 到 . 

由 开 的 证 明 中 所 必 的 往 意 , 在 一 个 特征 p Goen, 每 一 
个 只 与 et 有 关 的 多 项 式 f(x) 都 是 一 个 上 AE: IR Eegen, 
对 于 多 元 和 多项式 ti, y, A 同时 双 是 up, Ap, fb, 的 多 
项 式 的 情形 也 成 立 ， 这 出 是 特征 pe 的 完 至 域 的 一 个 常用 到 的 性 
SS. 

AB. 1. tens tr ër BEER ee DEI. 


s 170: 


$43 代数 扩张 的 单 组 性 。 本 原 元 素 害 理 


我 但 将 硬 窒 在 什么 情形 下 域 社 的 一 个 有 限 扩 张 是 单纯 的 ， 印 
由 漆 加 一 个 单独 的 生成 元 或 “本 原 Ce enn, Dr parke 
定理 在 一 类 广泛 的 情形 和 输出 这 个 剧 题 的 答 集 这 个 定理 是 属 : 

Si Ale, rs ag) 是 入 的 一 个 有 限 代数 扩 域 而 zy a ak 是 


TAR. Dh ien al TE, 
Ala, res al = AD), 

证 明 ， 我 们 首先 对 两 个 元 素 a, p 其 中 至 少 B 是 可 分 的 情形 
来 证 肯 这 个 定理 . 设 fx) 一 0 是 对 于 a 的 不 可 役 方 程 , g(x) 一 0 
是 对 于 上 B 的 不 可 物 方 程 。 我 们 取 一 个 域 , 在 其 di f(x) 与 g(x) 完 
全 分 解 . 全 s ttt’ a E FOO 的 不 同 的 需 点 ; o BE glr) 
D'Zoe e: long a o, Bi 一 B, 

我 们 可 以 假定 入 消 无 宠儿 个 元 素 ; HU Alm, B) 也 只 有 有 限 
TIER 而 对 于 有 限 域 来 避 本 原 元 数 的 存在 (其 至 是 一 个 订 根 , Es 
零 刀 和 外域 的 一 切 元 率 神 是 它 的 莫 ) 已 多 在 5 40 AER, 

HTF AAL, 我 们 有 Bx 关 Br "TR 

o + xÊ = a zb 
对 于 每 一 i RE kA 于 多 有 一 个 根 * 在 入 内 ， 现 在 选取 ¢ 不 
等 于 有 所有 这 些 各 性 注 程 的 各 , 导 未 汰 于 每 一 2 Rn: 


P Ei 十 ca z£ Oi 十 cA. 
v= a + ei = a + cB. 
TED E Ala, B) 的 一 个 元 素 、 RERE, 9 已 轻 具 有 所 要 求 的 


EATER: Ala, B) = AL), 


1) 即使 æ aJa AME ER ARR, 


WAR 


Ke ER E 
si Éis 0, 
ID 一 cB) = f(a) = 0, 
系数 在 A(3) 内 。 SER g(x), HK8 一 cx) RAR B; AHAT 
P DAER Balk = 1) 
9 — ein ai a; (i= 1, =, r), 
äu 
1(9 — epa) zz 0. 

B 是 gl) WEIR, 所 以 g(x) 与 1f(9 一 cx) 只 有 一 个 线性 因子 
x— PAH, 这 个 最 天公 因 子 的 委 数 必定 在 4 人 9) 内 ; 所 以 有 在 
A) 内 . 

这 样 , 我 们 的 定理 对 于 = 2 gear GZ 
C 空 2) 已 证 ,于 是 有 


Alas "e Al = AC), 
ER ARAE AAH 
Ala tts a) = ACR, ap) = ACF); 
从 而 定理 对 站 也 成 立 ， 


E, ` 每 一 可 分 有 限 扩 张 是 音 秃 的 . 


这 个 定理 大 大 地 简化 了 有 限 可 分 扩张 的 研 宾 ，。 因 为 异 胁 于 一 
GREEN 


n— i 
2 a, 


这 个 扩张 的 构造 及 同 板 都 很 容易 掌握 。 作为 例子 ,我 们 现在 对 于 
在 $ 41《 小 体 宰 ) 中 利用 同 构 的 潍 灵 开拓 上 所 证 明 的 事实 ， A 


Seit reen 因为 对 WA Kä ën $ 41 已 被 证 
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朋 , 而 每 一 个 有 限 可 分 扩张 ,如 更 在 所 知 ,是 章 在 的 . 

在 特征 零 的 情形 靠 一 有 限 扩 均 都 是 可 人 的 :因而 是 单 业 的 。 维 而 就 是 在 
特征 的 情形 ;我们 世 可 以 确 王 地 指 虎 一 个 有 限 扩 张 在 秆 么 时 候 是 单纯 的 : 

一 个 特征 > DO DEER EC Sen, D E 
(1) n = mpy 
än AIRIAN mIKE BER, 

SEHR. BAREA E = A(t … arh AR ERBE F on €r 
AA REANG *。 因 为 首先 , 王 的 指数 确实 e, gA E ha 
Goy uu er AHEHE CRAE A AD 所 以 根据 指数 规则 E PERR r 次 
Slip et ,eat ”有理 地 表示 ;从 而 这 些 关 AS RTS, DH Ge 
e EE NEE Ee det de TEE ee En. 

RER: E Bänn, E= a(d., 于 是 ae, 这 样 ， 如 果 再 合 
Lal = gl, WR I ee BL e ef, AN e = f BER a = mpl H 
HAI). 

ERRE (Liv, Ee 起 一 个 有 限 可 分 扩张 ;因而 尼 单 入 的 : 

Eg 一 A Li, 
SPOS Can tre p mt ÄIS, TÆ 
BS == Ha € Eps 
且 e?" — o FE Eo PARR AATA Er WARRE F Io (4, 
习题 3 )， 因 此 A) 对 子 E E TEE 
ERT AAAH n HM EB) = E RE [I ala, EI, AA a 是 可 分 的 ， 
Pir Gig klasse eg H, E ES ien, EE, 

习题 . 1. 若 * 及 y+ 部 是 不 定 元 , HR A (e, y) 的 扩张 a (alr, viii 
ZB éen, 

DER EE ` 

AM Sa) = A Les Yy ar 十 aw ri 
永远 成 立 ? 然 而 对 主 特征 2 不成立， 


$44. 范 数 与 迹 


首先 设 了 是 人 的 一 个 有 限 扩 域 ， 把 卫 映 成 定 的 共 辐 域 的 的 
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相对 同 构 把 的 每 一 元 素 3 也 映 成 与 ” 共 四 的 元 素 ， 为 了 简单 起 
mo RPE E S ETEM: 了 一 A(9), 于 是 
y = y= 人 Ta 十 a9, 

大 和 且 在 同 构 之 下 ,将 3 代 以 它 的 共 瑟 元 素 ,就 得 到 

Re = PL 一 ant ai, Les kaaf 1 
EXER S 由 1 到 = 医 号 并且 每 一 个 出 更 在 以 3 为 很 
的 AN) bt oa IR poH KATA ILAA TILT 
号 三 。 这 样 , 对 于 可 分 的 3, 每 一 同 构 算 作 一 次 :而 对 于 不 可 分 的 
D. 每 一 同 构 算 作 多 次 ， 自 然 了 ”本身 粤 田 现在 共 旺 元 来 之 中 . 


我 们 现在 考 虚 ps tts 7a 的 初等 对 称 醒 数 ， 特别 把 和 时 做 好 
> a, = Sin) 
而 积 咋 做 闻 的 范 数 : 
- U o, 一 NG). 
GE EE E 


RNEER tg rr let S E 18 L ZC 
Bang, FA 9 — D, Kies lëszt Hl, 
FT. San 
(1) Mis — g) = [| Cs — y). 


Hi 


多 项 式 Gle) 二 Nie 一 9) 的 深 数 恰好 就 是 加，-… ws 的 初等 对 

BEA. 因此 只 要 有 范 数 的 构 念 就 完全 能 了 : 迹 以 及 其 余 的 初等 
家 称 西 数 可 以 用 范 数 N(x — a) WEL, 

以 上 所 其 出 的 ,在 代数 数论 中 常用 的 苍 数 定 叉 有 一 个 优点 ,就 
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是 范 数 种 让 的 两 个 基本 性 厦 

ag = NieiNLÉI 

Sla t B) = Stol + SCS) 

EABL MECENAT. E E TABERE Bk 
其 老 的 代数 上， 因此 我 东 在 蕊 下 和 给 出 范 数 的 另 凡 本 个 更 适 台 于 一 


ER 


AERES, 
sr Lan BIBER = 的 体 : 
(EIA) =a, 
人 在 了 的 中 心 内 。 SADLER y RhE RREA Y 
为 走 点 的 最 低 次 (不 可 释 ) 多 项 式 : 
(3) ste) = sm + hah 十， H bn 
这 个 多 项 式 的 次 数 就 是 域 次 数 


Calia) = m, 
H TS A an REER, 260 


(4) SEET 
jH 
ER i Giz) = glg) = z" + az! + e H e 
其 中 

CL = fh en bin 


现在 这 个 多 项 式 的 柔 数 交 兰 变 号 地 代替 先前 的 初等 对 称 多 项 
式 的 地 仔 ， 因 此 我 们 售 
{6) S(p) = — ca = — rh, 
(7) NGD = C De, = (— LYP Dh. 

PRERE, E S iaa TT EA SE 
E, ATERRAR RREA (oi 与 先前 所 定义 的 ws — ai 
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GLD = Nle — p) 


(8) gey = || i—i 


MET. 

DEE TRIER RAE ale 如 (zs)-''，。 每 一 个 因 
FTA p ARA MAKEA p it o JE RAR e 
满足 同一 个 不 可 鹊 多 项 式 ， 所 以 一 贰 h(x) 除 常数 因子 外 必须 与 
gx) 一致， 因此 (8) 式 右 端 的 乘积 除 常 数 因子 外 是 oe 的 一 个 
SX (hä, TEBSus rees +。 EPERE 
er ar 的 村 数 ,我 们 看 出 ,这 个 常数 因子 是 1。 于 是 (8) 窜 证明 、 

这 样 , 在 交换 的 人 情形, ERS ERARE H kelen 
然而 不 能 发 明 ， 在 体 的 情形 范 数 与 迹 的 这 个 新 定义 也 具有 性 盾 ， 
(2)。 因 此 我 们 再 答 世 第 三 个 等 价 的 落 数 定义 ,这 个 定义 除 此 之 外 
还 有 一 个 优点 ,就 是 在 任意 代数 中 仍然 有 意义. 

O Plop t, n) EA EIGE Y aA RENARE 
Jw; ER A EER: 
(9) go 一 之 Cat wn 


和 工 且 作 条 数 cx 的 行列 式 . 这 个 行列 式 刀 叫做 好 的 正则 范 数 ， 
-首先 获 明 ,也 不 依 顿 十 基 的 填 取 。 BE Coh wii 是 另 一 得 
Æa 


C10) w; = A. ai: 
(11) we = A, buos 


d hd oa 二 


FEH), (10) 及 (11) 看 出 
gei: 一 > >, 5 ACHEN 
d a {! 
所 以 这 个 新 柔 数 由 


cit 一 >, KAREN 
点 


ži. MIMIR TALASE E E GEA TILI cj dya bgi 的 行 
AD, A, B 的 方程 

(12) DN = ABD, 

另 一 方面 ,变换 (10) 与 (11) 是 互 道 的 ， 把 (11) ARA Co) #B. 
Hiere dë e, FT Rei EBE Cap) 与 Cba) 的 乘积 是 单位 
AERE, 由 此 得 

(13) 1 一 AB, 

H (12) 与 (C13) 推出 DD 二 D: EAE E E 
Wu . 
更 在 特别 改 卫 是 一 个 体 . RA, aRt EAEN 
数 刁 时 ,行列 式 忆 的 情形 怎样 。 设 (1, et ga) 是 了 在 人 上 的 一 
REJET Con, o) Æ O EE Lën A8. RE (en, Gan, 
Ga, "re Om, rs dun) E OEA ERA Ett SE 
7 Braz Dz 将 由 


WF = ` CAE: 
S 
求 出 ， 用 a gë Ët, Um 
《14 ) Hd 一 > Coeur, 
点 


因此 右 诡 的 系数 行列 式 Do 由 s 个 相同 的 块 (ejt) 组 成 
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于 是 在 代数 品 中 所 作出 的 了 的 正则 范 数 是 
(15) ` De = Di, ess LAG E, 

Ze) Lk. fia CARERS TCE Con, (CDe Dr 与 
先前 所 定义 的 范 数 C7) 一致， 

bz G5), 我 们 可 以 把 元 这 y 的 正则 范 数 Dz 的 计算 限制 
Ee y 的 最 小 体内 ,因而 可 以 限制 在 域 和 C(x) 内 ,而 (1, a, ttt 
471) 是 这 个 域 的 一 组 基 ， 关于 这 一 粗 基 ， 如 果 广 闹 到 定 尺 方程 
Sigi = D, 我 们 有 


六“ a 
SE Est 
o: ai ` 
7 am" "TT Ze Bpi ` bp™ 


-因此 ?在 域 A(?) 内 的 行列 式 是 
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0 0 1 aree 0 
Dawo SJ o = (一 Lda 
0 0 1 1 
"am — bmi — Ëm- =x. — fi 
FERRARO HEH 


(16) D: = Dae = L Ulm r= (BACy)). 
比较 (7) 与 (16) 看 出 , Dz AXE y ERE A: 
(17) NGD = Dr. 
如 果 ? 不 是 体 元 素 : 而 是 Plr zo t] 的 一 个 多 项 式 ,， 那 未 同样 
DéI gene eer, MERRIE x ta SD EUR EI 
BE ENEE EN EE NEE KH 
式 . 例如 ,代替 元 业 7, Im SIE a, TEHO HEH 

(g — go; = gi 一 > CE s 

是 


zZ 一 eu 一 cn 一 Ein 
— éy Sr Ca 一 can 

(18) Ng 一 ai = 
— čal "Gei t E — Cas 

在 NC 一) P Mi RRRA E NET Bw: 

(19) Sy) = cu E cn rr + Cans 


RERE TERRE EONA EELEE 5 
AE FELRE EX ME SASIE LAS (2) 一 般 地 成 立 ， 
TE Co TTT wn ) 荐 一 粗 基 而 


(20) aa = >, Tjay 
， k 


WER 


(21) ` poa 一 之 Bjar, 
A a RODZA Ma Hr Pit 201, T Ett 
apo; = 之 之 Zosen, 
因此 局 也 mp 的 系数 ci; 等 于 
en 一 2 IETT 
HERRES fT A TR e E EHEH 


Noël = NaN (B), 
迹 的 关 潜 更 容易 永明 ， 由 (20) 与 (21) 相 加 得 出 


Lo + Bjo; 一 > Caj 十 br Joo 
8 


Sla + B) = >) Clap Bi) = 


H 


>; a + >, by = Sla) + SCB), 


习题 . 1. EDA aly d 中 计算 4 十 BY dëi, 

2. Bka EAHA m o ETARA S + Dit 0. E A Lä 
中 计算 1 + ai AGA. 

Za UR Er BR J ERE Np HAMERS ARAE E ay) ,而 
IC RU Sé Rn tr, bn, eru Ce kr, be d 

aia + Èi + cA + dD m= e ti ke ki, 
ARRE AP FA ET I 2 
N (a p j p ek p ai = (at p Gë E ež 于 aR 
在 本 书 移 二 最 后 一 章 里 我 们 还 将 讨 共 简 狗 范 数 与 迹 ， 
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GK E KE 


AF, Æ 6545F 46 HRA "soon 282, 58 A? 
ET TERERTAN ARRA KILER E 
理 , 而 在 5$ 50 和 51 PRIER T ASEARA JU A BERRA E 
理 , 后 者 内 在 Galis Mia p+ MAH, 


545. 带 算 子 的 沧 


在 这 一 节 中 我 俏 村 推广 一 下 区 的 概念 ， 以 便 使 得 下 面 的 各 种 
讨论 具有 更 大 的 普 双 性 ,这 种 普通 性 对 今后 的 各 种 应 用 (第 十 五 章 
到 第 十 七 章 ) 来 裔 是 非常 必要 的 。 仅 对 Galois Mia SENDAN 
者 可 以 暂时 放 过 本 节 和 下 面 紧 接 着 的 一 节 ， 和 大 把 以 下 各 节 中 所 兆 
到 的 王 ( 有 限 重 ) 理 解 为 过 去 邳 种 意义 下 的 全 . 

假 改 已 经 和 给 定 了 :第 一 ,通常 意 又 下 的 ) 一 个 合 O, 其 元 素 为 
e, b, c, ri 第 一 , 某 些 称 为 算 子 的 新 对 象 ?8B, ` -的 集合 2. 其 
次 , 假 就 对 每 个 算 子 和 华中 每 个 元 沫 a 定义 了 积 0a (FOF 
METR a 上 ), 并 且 这 个 积 仍 属于 泽 O, 再 次 , 我 们 假设 每 个 单 
独 的 算 子 8 痢 是 “可 分 配 ” 的 , 邹 有 
(1) OI ab) = Ba, OE, P 
RRR JEBAT @ E'R OUTA HERES 6i tAm 
A, MEARE, RPR S 是 一 个 带 算 子 的 


D am, meih RS, me IO e In EC, 


AA 


Æ, m o 旭 称 为 算 子 这 . 

恒久 的 一 个 (相对 于 算 子 区 2 来 发 的 ) 可 君子 擎 就 是 这 样 一 个 
FRH, EE O 中 的 算 子 的 作用 下 不 变 , GRRE, 如 果 o 属于 
$, HET Ba 得 属于 甸 ， 如 果 一 个 可 计 子 合同 时 是 一 个 正 玉 子 
恒 , 我 们 就 讽 写 是 一 个 可 许 正 规 子 鞋 . 

e. 1. MRA OKARA all H ET 

l Qs = cac™, 

那 末 亲 许 子 淮 就 是 那样 一 些 子 夫 ， 宅 们 在 包含 每 个 元 央 a 的 同时 
也 包含 着 它 的 每 个 共 旺 元素 cai, MTER O 中 的 正规 子 
CH 

2. 如 果 以 全 的 至 部 自 同 构 为 算 子 , 那 未 可 许 子 合 就 是 那样 一 
些 子 价 , 怀 们 在 每 一 个 自 同 构 之 下 变 为 其 自身 。 这 样 的 子 价 称 为 
éi E 

3. 褒 徊 是 一 个 环 ,考虑 它 里 面 的 加 法 ,可 以 把 它 看 成 一 个 痢 ， 
我 骨 把 这 个 环 本 身 看 成 七 的 算 子 区 8 , 冬 积 6 就 是 环 中 通常 的 乘 
积 。 这 样 一 来 ;条件 (1) 就 是 通常 的 分 配 律 ， 

rla + b) = rat rh, 

KEE EEE TÈ 
SS < 的 同时 出 包 人 沼 荐 所 在 的 ra. 

4. Ener, WAT ër, Di 6a 改写 
成 ag, BERENS nd (1) Bt 

KW (Cab)ð = a8 . Së. 

举例 来 发 ,如 果 我 们 把 一 个 环 RAIRA) 中 的 元 寨 看 成 
这 样 的 右 算 子 , 而 o@ 仍 是 环 中 适 常 的 乘积 , Mka TAMER 
中 的 布 理想 . 

5. 最 后 ,我 个 可 以 把 一 部 分 算 子 写 成 左 算 子 , 另 一 部 分 算 子 写 


EK 


成 右 算 子 ， 举 例 求 属 , 杂 果 我 们 在 考虑 一 个 环 的 加 法 千 时 ,以 环 中 
EE E EE 
EIRA A TEREST rap Sg, 
o. AIM ERER, — MME A ERM RAR Abel ZS. 
模 也 可 以 有 一 个 算 子 区， 称 为 模 的 季子 区 ， 这 时 我 们 有 
SIE E) = ĝa + 8z, 
在 大 部 分 妃 侣 下 我 们 假定 乘 子 区 是 一 个 环 , 并 假定 
DN Lies ga + Ga, 
(yO ja = 9 Bel 
[ 当 乘 子 是 号 在 石 边 时 ,第 二 式 应 为 a90) 一 (an)8], 由 第 一 式 可 
snig — Q )a = ga — Oa 以 及 Oa 一 0 (BTR RRP H R 
索 ， 第 二 个 零 是 模 中 的 者 元 素 )， 如 果 彝 子 环 是 o, 我 们 就 说 这 个 
模 且 一 个 o- 模 或 环 。. 上 的 筑 ， 如 果 环 。 有 一 个 单位 元 s， RAIE 
常 假定 这 个 单位 元 同时 也 是 一 个 “单位 算 子 ”, E O 中 所 有 元 素 
a Ë Saz d 
7. 每 一 个 模 都 容许 苯 通 的 整数 # ER EAT, E ARTIA 
nla + Eis na t+ nb, 
这 时 所 有 子 模 都 是 可 许 的 . 
8. 一 个 A&bel 从 的 所 有 自 同 态 CE Abel Witi RE EH 
它 的 一 个 鞭子 此 的 同 态 有 映射 ) 的 允 体 是 一 个 算 子 区 , ， 如 果 我 们 利 
AAR OC) 来 定义 两 个 自 同 态 的 和 与 积 〈 在 这 个 公式 中 右 婉 的 加 
SEET, ， 这 个 算 子 区 就 成 为 一 个 环 。 这 个 环 称 为 
Abel ZERI H RIER, 
从 这 样 一 些 例 子 可 以 置 出 ， 带 算 子 的 人 有 着 多么 广泛 的 应 用 . 
范围 。 更 笋 的 例子 可 以 在 “车 性 代数 ”的 一 章 ( 第 工 千 )] 中 看 到 
习题 。 1. BANATAN TA. 间 样 ,两 个 可 许 正 夫子 党 
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(2) 


拘 变 是 可 用 正规 子 王 。 
2， 两 个 彼此 可 交换 的 可 许 子 合 的 积 AD 是 一 个 可 第 于 登 ， 特 别 对 于 机 
SC Eege dE AC TK RE MK CH 


$ 46. ETARMAN 


2 OAG ERAM- II Dome ` 如 果 已 元 输 定 了 
合 到 年 的 某 一 子 集 之 上 的 一 个 映射 ,对 备 中 每 一 元 沫 2 有 画 中 一 
个 元 素 5 与 之 相对 应 ， 并 且 与 积 ab 对 应 的 元 率 是 积 三 , 而 与 Ba 
对 应 的 是 元 汝 65, 我 们 就 襄 这 个 映射 是 一 个 算 子 间 态 ， 如 果 象 集 
是 整个 到 首 , MRES, G 中 的 簿 个 元 素 都 和 鲁 中 的 一 个 元 率 相 
对 应 , 那 末 我 们 所 得 到 的 就 是 外 到 盏 之 上 的 一 个 同 态 映射 ， 在 一 
般 请 况 下 所 得 到 的 只 是 O 到 画 之 内 的 同 访 映射 ， 如 果 相 应 于 每 
一 恰恰 只 有 一 个 a, 这 个 同 态 就 是 一 个 算 子 同 构 . 

Ss, 全 到 久之 上 的 算 子 同 态 以 ~ 画 来 表示 , 算 子 网 构 以 
O = RER. 

MRN E O AR RERTA, 那 林 在 算 子 8 的 作用 之 下 
陪 集 一 aN 中 的 元 素 ab EH Ba - Ob, BEHEER 84 0 中 的 
一 个 元 素 ， 这 个 陪 集 @e 称 为 算 子 8 和 陪 集 pap KPR, 
F ON 就 成 了 -一 个 具有 同一 算 子 区 ORERE a DIS 


反之 ,上 从 一 个 算 子 同 态 出 发 , 稍 在 $13 中 所 作 的 那样 , 可 以 得 
出 下 面 的 同 在 定理 : 


中 是 PiE PTE O OREIN B PITAO 
值 且 算 子 局 构 地 相对 应 ， BI 
S/n =g, 


1H 


在 $ 13 中 我 们 已 名 知 道 了 外 是 一 个 正规 子 沸 ，。 NATET 
一 这 一 点 是 很 显然 的 ， 因 为 如 果 a nk e, DI Ba HRSTE 
86 一 z, EAER, 及 在 包含 的 同时 也 包含 善 @z， 我 们 早 就 知 
道 , 陪 集 和 画 的 元 素 的 对 应 基 一 个 双方 单 值 的 对 应。 TRA 
定 的 对 应 O — 0 是 一 个 算 子 同 态 , 这 个 对 应 同时 也 是 一 个 算 子 同 
构 ， 

对 于 具有 算 子 区 o 的 加 法 全 Co- 杰 ,其 中 一 个 特例 就 是 6 中 的 
理想 ), 算 子 同 术 也 称 为 模 辐 态 ， 我 们 注意 , 在 一 个 模 同 态 之 下 Ga 
变 为 865, 因此 日 是 保持 不 变 的 。 这 就 是 模 同 态 和 环 同 态 的 差别 
所 在 ,在 一 个 环 同 态 下 a6 变 为 三 , 让 我 们 举 一 个 例子 来 说 明 这 一 
点。 我 们 考虑 环 。 中 两 个 理 蛋 ,并 把 它 笨 看 成 o。 模 . 算 子 同 态 把 
IED a EST a HEHE ra IRITS ra (O o AEG r). 这 两 个 理想 
也 可 以 看 成 两 个 环 ， 环 僻 态 把 积 ra (+ 在 理想 之 内 ) KERR ra, 
而 是 现成 Fa， 

在 下 面 凡是 新 到 “ 基 ” 的 时 候 , 我 们 也 把 带 算 子 的 草包 括 在 内 
这 时 “ 子 且 ”和 "正规 子 沽 "永远 理解 为 可 主子 车 和 可 许 正 帘子 于 ， 
而 “ 同 构 ”和 和“ 同 态 " 草 理 解 为 算 子 同 构 和 算 子 同 态 . 

习题 ， 1. 在 整数 环 中 理想 (1) 和 (2) 是 杭 辣 构 的 ,但 不 是 环 同 构 . 


2， 在 数 们 (a, a) 的 环 中 ($$ 14 习题 1) 由 1; 0) 和 (0, 1) 所 生成 的 
REER EATA. 


$47. PIER EDE 


EMA G~ G/9 AT ORTA 9 am aek 
成 加 的 一 个 子 过 页。 现在 让 我 们 反 过 来 从 下 出 发 ,去 确定 名 中 那 
PETRA R, 它们 在 这 个 局 态 之 下 的 象 元 (或 陪 集 ) 属于 
5. 集合 免 所 包 合 的 元 素 可 能 要 比 9 来 得 多 ,因为 七 在 包含 另 中 
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的 每 个 元 素 a HANER AARE aN 中 的 全 部 元 素 。 如 命 991 
表示 由 所 有 乘积 eb MRR, Hin o bro, Wb ETUER 
§ 45 MEA 2), Deg HR, m9 = 9/R， 另 一 方面 ,如 果 甸 性 
EARD, A p 中 帘 映 射 成 单位 元 素 的 元 素 , 朗 9 中 同时 属于 
N 的 元 素 , 租 成 多 中 的 一 个 正规 子 合 ,而 台 和 男 对 这 个 正规 子 担 的 
HREH, EERIE T ER: 


t ų uau È E G 
SS č +» E wn > BA ww U F 


N/N = = /(9 N N). 

TUH D PATRIARKEN 9 ARA, 4 AG D E 
包含 每 个 元 汪 = 的 同时 也 包含 车 整个 陪 集 A0. AR. BIS 
当 

92n, 

因此 , 这 样 一 种 全 H 2N 和 O pak S = p/n 一 对 
一 地 相对 应 .。 另 一 方面 , ërëm echt 
EK EE 中 的 N 的 陪 集 的 所 有 元 素 租 
成 、 最 后 , DEO he, AED D 在 急 中 的 左右 陪 集 
相对 应 ， 如果 豆 是 贸 中 的 正规 子 重 , 则 习 是 名 中 的 正规 子 王 , 反 
ZINAR, ARRENE T MES SE ROE RERET 
另 一 途径 得 到 : 

如 果 各 一 0/0, M S 是 画 中 的 正规 子 蔡 , 划 相 应 的 子 收 多 是 
e MERTE LA 
(1) 5/9 = 0/5, 

EI. RIA S~ OA ~ 5/5, AT O~ Bn 因此， 


1) 在 覃 的 精 形 我 们 自然 可 把 SN 写成 D, N). 
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区 /号 MF 0 对 宇 的 一 个 正规 子 洁 的 商 华 同 构 。 这 个 正规 子 侍 是 
出 O 中 那样 一 些 元 素 粗 成 的 ， 它 们 和 钼 同 楚 企 一 总 / 习 映射 成 单位 
ER Eise rz S ~ 0 ka S PRR, Gr 
KS o PEHE, 

DOC 也 可 以 写成 

5H = (G/A H/R). 

习题 . 1. FBA AERE a SS 对 四 元 于 0$ 12 习题 
1) PREAH S: 阿 构 ， , 

2. 用 同样 的 太 法 诈 明 : 椒 果 村 个 著 扩 人 蓉 不 是 完 到 由 偶 苇 换 钥 成 的 , 珀 末 
它 里 面 的 烂 价 摸 租 成 一 个 指数 为 2 的 正规 子 全 . 

3 用 同样 罗 广 法 证 明 : 平面 的 攀 见 里 德 运 如 县 对 二 平稳 所 相 成 的 正 硝 
Ek AE E EEGEN 


$ 48. (CM a SE e 


WRF O T E EIN AER ER, E 
HEITER, 
D 阶 为 素数 的 有 限 妈 是 单 芹 。 FRL TANNER 
个 合 的 阶 的 一 个 因子 ,因此 ,除了 这 个 震 本 身 和 单位 短 之 外 不 可 能 
有 其 它 予 草 , 当 然 更 不 可 能 有 其 他 的 正规 子 重 。 下 面 G 50) 将 要 
EN, n > 4 时 交错 春 ,也 是 单 恒 。 以 一 个 城 为 算 子 区 的 半 套 


机 也 是 单 的 
由 价 便 的 子 便 构成 的 一 个 有 限 序列 | 

(1) [6 = 06202- D6 =E) 

乏 为 一 个 正规 季 烈 ,如果 对 于 ?一 1， 2: trl, O. 是 Or 中 


KERTH, 数 称 为 正规 季 列 的 长 度 , WE 0/5, 称 为 正规 
Zant, EE: ERRAK RH TERA O) 中 的 项 的 个 
数 , 而 是 因子 @,_VG, 的 个 数 . 


a 二 号 了 * 


HEERA CGO 中 的 每 个 O; 都 了 出 现在 另 一 正规 节 现 
(2) ID D o D De = E} 
中 ,我 们 就 说 (2) 是 (1) Am, PEE S (3 9) P ER 
SE 

Te, 一 A 一 B D E} 
MEELA Z] 
BD BDE 

Di AMH ES $12, JA 4), 8 

ZE e Ah, 8 AER HAREEK, MER 
HRH A, RPN EE resp, Aug 
PEERKE EE KE E A A j, 
我 们 束 称 蕊 为 一 个 合成 重 烈 ， 例 如 对 称 居 S ch, EAR] 

(e, DA 23 €} 
就 是 一 个 合成 向 烈 ， 同 样 ,在 S ha 
{SD WD BD {1, 0H (34)} DE} 
也 是 一 个 合成 便 列 .。 事实 上 ,这 两 个 价 则 中 每 个 大 在 位 于 它 前 面 
的 便 中 的 指数 都 是 灌 数 ， 由 此 序 可 知 这 两 个 蕴 刘 都 是 不 可 能 进 一 
纱 基 网 的 . 但 是 也 存在 着 著 样 一 种 侍 , 在 它们 里 而 每 个 正规 共 列 
者 可 以 加 条 ,这 样 的 区 就 没有 合成 莉 列 。 雹 限 循 环 春 就 是 这 样 一 
个 例子 . 事实 上 ,假设 在 一 个 无 限 循 环 重 中 给 由 了 一 个 无 重复 的 
FARA 
(fest Ss DEN CHE 

Zen S 的 指数 为 m, ME Si = Lei, 因此 在 D: GU 之 间 永 
远 还 可 以 找 由 一 个 指数 为 2m AFR a) 来. 

一 个 正规 浊 列 为 一 合成 重型 ， 当 且 仅 当 七 的 任意 两 个 相 邻 
的 项 G 和 G, 之 间 除 了 这 陋 个 双 本 身 之 外 不 再 能 揪 进 多- 的 正 


EC 


ATÆ, 根据 $ 行 , 这 一 条 件 也 就 是 相当 于 说, 0/0 EAR, 
单 因子 O10 称 为 合成 因子 。 在 上 面 答 出 的 两 个 合成 便 列 的 例 
子 中 ， 所 有 合成 因子 都 是 循环 从， 共 阶 数 分 别 为 2, 3 和 2,3, 2， 
之 。 > 
如 果 一 -个 正规 恒 烈 中 ， 记 有 的 因子 @_iy@ EREE 
别 园 构 于 另 一 正规 车 列 的 因子 :我 全 就 用 ,这 珊 个 正规 序列 是 同 构 
的 。 例 如 在 一 个 6 MIRE h, ER a 

(ei, 1e}, €}, 

(ei, {a}, €} l 
同 构 ， 因 为 第 一 个 华 列 的 因子 是 阶 为 2, 3 AME, ELA 
列 的 因子 是 为 3, 2 的 循环 看 。 为 了 方便 起 上 见 , 在 下 面 我 们 也 用 记 
号 S RERERANGI, 

RERE] 

ELE 
中 最 末 一 项 是 S WAERTE A, 但 这 个 正规 子 华 不 一 定 等 于 
G, 我 们 就 衣 这 个 列 是 从 人鱼 到 外 的 一 个 正规 从 列 ， 由 这 样 一 个 车 
Sin SH G/A 的 一 个 正规 乔 现 

[SA 2 GAD -AA = Er, ` 
ZIR Rimm, BRATA — AAAA 
ESE- R, 
ARPI TERE 
(5 20D. 26, =E, 
和 和 
i6202. ) 

e, at Tee roue Te 


r ë FE E 和 有 和 
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因子 $ua/De FHE, 任 给 Gua Oo 的 一 个 正规 于 列 可 以 相应 地 得 
Di SaDa 的 - -个 同 构 的 正规 屋 列 ， 因 此 , 任 给 一 个 从 到 一 到 外 
ERRAL, 可 以 相应 地 得 出 一 个 从 Sa 到 o. 的 同 构 的 正规 硬 
CEA 1 

TEEN TREI, 这 个 定理 是 


t LE } 二 + 0 0. žř È 


620262- - ©, = E}, 
(6 D 9 2 E TS EES 9, {= E} 
译本 此 同 构 的 如 起 全 
[人 262-262 -6) 


SCENE ECH 
H., 如 果 += 二 1 或 ;一 1, SUR Erën, 因为 这 时 一 个 
FAE {G D €), 另 一 举 烈 自然 是 七 的 一 个 加 翘 . 
我 们 先 对 + 攻 完 全 归 辆 法 证 骨 这 个 定理 当 :一 2 时 成 立 ， 然 
后 再 对 * AEAEE EER s 成 立 . 
当 s 一 2 时 ,第 二 个 春 烈 是 这 种 形式 : 
62926}. 
我 们 命 号 一 6, N H, P= 0H. 1N DM PRE O HREM T 
J. 当然 有 可 能 出 现 币 ehn CARA R RER, 
长 度 分 别 为 * E ET E 
(292-20 =6) 5 [6292 E}. 
E AE SEE TE-A 
(nz: 过 人 
es [6 D- D9 


ke 


(3) 


P5 = D/D, PG, = 9/9, r 
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因此 
(4) P2622266) PHFD 2 0). 
(3) 的 有 庙 方 是 (4 的 左 端 的 一 个 加 普 ， 相应 于 这 个 加 钴 ,我 条 可 
以 找到 (4) 的 右 回 的 一 个 与 之 同 构 的 加 凌 : 
C5) (P20, 2-292. p6) 
~s(P 2- 22 RDD 2, 
由 (3) 和 (5) BS 
(6226 2- 26,2-.-- 26) 
= [622-292 292- D}, 
这 样 我们 就 对 * 一 2 KJEE TAREE, 
对 于 任意 的 *, 根据 以 上 所 焉 ， 我 们 可 以 把 第 一 个 硬 型 16 2 
GEERT GET EE 2 E} 的 一 个 加 网 : 
C6) EREECHEN 
= {622...292 DE, 
SE. ARARA Re ER (e, D e dE) 
AFA [9 D 名 D … D2 p, = C) A ERM: 
(7) [A2 Deae ae. 
C7) 的 左 端 输出 《6) BIAT IAR — ANDIA A FA PAET 
H (6) ME MaR, ep 2. RRA 
(627 2062-202 2) 
SLEG E D SE 
e IG. Open 2 D2 -e si E}, AET) 
ARER T EARE”, 
从 两 个 同 构 的 正规 萤 列 中 去 接 重 算出 现 的 项 ， 所 得 的 芥 肇 仍 
Li HHA H. Zassenhaus $H; Abh. Math. Sem. Homburg, 10 (1934), 
106, 


= Lal + 


是 同 枸 的 ， 因 此 我 介 可 唱 将 基本 定理 中 所 亦 到 的 那 种 加 条 永 远 理 
解 为 无 重复 的 如 条. 

HRA AREIA RKR, EAA EE BA A 
得 出 以 下 两 个 定理 , 

1. Jorden Haälder Æ, bie BERNT ERER] 
GT 

率 实 上 ,这 两 个 屠 列 和 写 介 的 无 重复 加 各 相同. 

2. 如果 功 有 一 个 合成 棒 列 ， 那 末 鱼 的 任何 一 个 正 起 便 列 都 可 
RRA T DARA; ch Ham ODERT R 


t ë u ù + g F 


GH EEN EEE Abel 3, 
KARARKA, E 和 S ETAR, ) 

BAREEN A, EANA RR AERAN DI 
加 如 成 为 一 个 具有 Abd 因子 的 正规 合 列 . 4 RNE 
合成 尖 列 ， 那 末 每 个 合成 因子 都 是 单 Abel Z; 在 普通 的 有 限 他 的 
情形 , 近 些 因子 就 是 阶 为 索 数 的 循环 沸 ( 参 看 下 面 的 习题 3). 

JE. "PIR ER, 

2. BEHRNS 20 的 循环 全 的 所 有 的 合成 其 列 . 

3 ,一 个 (不 带 算 子 的 】 Abe 盏 是 音准 ， 当 且 仅 当 它 是 一 个 秦 数 阶 循环 
x. 


A. — eE r AARE SAARA cl a a 习题 9]， 
。， 每 个 阶 沟 es "T'SI nie iron ZPS, HEHA 
习题 A 


§ 49. E 积 


区 备 称 为 斌 的 子 华 六 和 和 各 DIER. DST Wi EIER Ee 
是 : 


"1 


AL 所 和 区 是 和 中 的 正规 子午 ; 


A2, © = Y5; 
A3 UNB OG 
d-s Drone 。 
BI, O 中 每 个 元 类 可 表 成 积 
C1) ss ab aCA, EB 
的 形式 ; 


B2， 因 子 < 和 点 由 中 唯一 确定 ; 

B3， 引 的 每 个 元 和 B 的 每 个 元 可 瑞 换 ， 

由 A JHH B, est Bl 可 由 A2 得 出 。 B2 可 出 下 
ërem, DR g 一 oft 一 nba BI ajta = bh 这 就 是 
SS, "SE ien BERT A 也 属于 和. 因此, 根据 A3 这 个 元 素 必 等 
于 单位 元 ,由 此 序 有 

di = fis sa Gs, 
这 样 就 得 出 了 表示 三 式 的 唯一 性 ， B3 A A TARRE: F 
条 件 AL, B abao Err AETS. 因此 ,根据 4A3 它 应 等 
于 单位 元 素 ， 
由 BIAHA, ” 气 为 正规 于 答 这 一 点 可 以 这 样 来 本 有明 : 
gp a ab Upa = ada l= HH 【由 于 B3]. 
AZ Sie Bi 得 出 ，A3 可 以 话 朋 如 下 : 如 果 。 Kamp 中 的 一 个 元 
se. BI — SS Dh rä A 中 一 个 元 素 和 和 时 中 一 个 元 于 的 积 : 
ess er ls ll: e, 
A TRTEIE— iE [B21, BA e= 1, RHET A3 

如 果 AS ADEF, 我 们 就 把 它 配 成 和 x D, EMAGA) 
内 情形 ,我 们 用 (9, B) E ECK EE ENEE 

如果 时 和 名 的 精 构 已 多 确定 ， 那 末 岛 的 结构 也 就 随 之 确定 . 
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FEE, 任 闪 两 个 元 这 后 = ab 和 p 一 nb ARR, RAR EN 
Ierd 
Rig2 一 dt hih 

GEET 6 =A XWX o XU, in E 
下 古 的 条 件 被 满足 : 

A1。 所 有 的 i 都 是 各 中 的 正规 子 洋 ; 

3. WW- - ,对 = 5 
3. OLW- E (p = 2, 3, ďa) 

DOE RE ef ME, HAF UW, W, e Wa BEEN 
2829. 29. REAT, Dou. WREN, ANRE 
EER, EA, BTL -A PEAT RHR, CAILE S 
ep TER 2 De Kn ` ZK AKT €, H tE 
(2) G — (UW La Xx BL = B, X M, 
其 中 l 

B, = WW NM Oo WM XX WX X A. 

AA (23 Tir E VE TEHE RE B A 
TS =B, x W, H e AEEA AR AEH: ， 

和 

Sr dd La, € UY 

GEN EC EISE KT Ke zi DK 

出 B 反 过 来 可 以 推出 4， 事实 上 ， 如 命 

WU = B, 
ai B 可 知 , 对 于 每 个 + 有 
(3) G = A, X B, 
因此 每 个 Y AE G 中 的 正规 子 腊 , 拉 旦 . 
WU, N B = (v = 1,2,3”), 


EE 


最 后 一 个 断言 的 内 容 比 条 件 A 3 还 要 多 
és ele. Coin Ham 
©U. = p G/B, GH. 
ZS 
GG — H XX HM 
GIE A Xx K -e TER 
C4AY TTT 


GË EECHER E Ge Goa Dr 兰 WA WRF L 
Bëss. pk... RK GTZ Dron 
E AS SHEET. 


JM. 1. 如 果 人 入 二 并 X B, Sonn trs, BG 39. at 
S 二 外 x ,其 中 加 等 于 名 和 和 的 变 。 

2. 一 个 阶 为 # = res (nn Ge s) = 1) DREES (a) EER e rm: 
MTE (a) e) 的 直 积 . 


3. Soe ESE, npp pi Hj O AE Pipa yy 
Pit TESTARE. 

WETE G p E RE, EAE 全 
sam. eu ENEE, IESEL EA 
列 、 根 据 Jordan-Hölder 定理 , 合成 因子 e 70. = Agot 除 先后 
次 序 之 着 入 ,在 同 构 的 意义 之 下 是 叭 一 确定 的 . 

TE, 在 一 个 完全 可 约 宇 他 中 每 一 个 正规 子 全 都 是 一 个 址 


em ` GM Ewe 
(5) Sp Go 
在 这 个 乘积 中 , 我 们 可 以 依次 对 每 个 因子 At 弛 ，: Ap Sr 
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行 如 下 的 操作 : 束 者 把 这 个 因子 从 乘积 中 去 掉 ,或 者 把 位 了 于 屁 之 前 
ERLE" RERE e Sh, AF 9 和 位 于 它 之 前 
的 乘积 D = H- A-Aa ARE 9 中 的 一 个 正规 子 革 ， 因此 
这 个 奖 或 者 等 于 %4, 或 者 等 于 包 ， 在 第 一 种 情形 下 , ONW = ON 
RPA U CH, BEP G 在 乘积 I PEAR, 在 第 一 种 情 
Erën, A EAER: H- M H ze e, 

REA EANET A, ERALAR WAT A SEET (Ep 
ARRA: 

= x YU XU, XX UW,, 

这 就 用 明 了 我 们 的 命题 . 


$ 50. soë ARPE 


在 $ 48 PRIMERT, le e, 和 和 是 可 解 的 ， 与 此 相 
扩 , 所 有 其 余 的 对 称 价 Sla > 4) 都 不 再 是 可 解 的 。 虽然 每 个 对 
称 价 都 有 一 个 指数 为 2 WERTE, MARE A, 可 是 下 面 的 定 
理 告 诉 我 们 ,人 台 成 价 列 只 能 是 焉 接 从 A, EE, 

TE, AAF AC > 4) FAR, 


RAZAK FER 
BE MRE UO > 2) MERTER E A, 
EN HI 一 2. 


SES NEA, nm Lë Sr 
Er E E (213A e E 
eg: (213e (e € L), 
It a = (12X34), EP k > 3, 剧 有 
oC213)a 1 = (12), 
Ae NEES IAA (124) 的 输 换 .， 另 一 方面 ,这 种 输 换 生成 
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ETAU (i10, 2810), RES N = W, 

EENE, 设 站 是 所 ,中 一 个 不 同 于 6G 的 正规 子 苦 ， 我 
PHREN = A, 

我 们 在 N 中 取 一 个 不 等 于 工 的 置换 *， 要 来 它 使 得 忌 最 党 的 
AET, 我 们 证明 , r 只 变动 三 个 数码 ,而 使 得 所 有 其 余数 码 不 
zb, 

先 假 定 了 恰恰 变动 四 个 数码 ， 这 时 r 必 有 是 琴 个 对 换 的 称 , 因 
PN MATASE E ëmge, Din gäre 
在 的 ， 现 在 讼 l 

T = (12)(34), 
根据 假设 有 n> 4。 因此 我 们 坷 用 o= (345) 去 作 e 的 变形 


而 得 
Tı = sro? == (12)(45). 


FEIR co DD 3- 输 换 (345), 宇 所 挛 动 的 数码 比 ?+ 来 得 少 ， 这 
是 和 的 选择 相 违 背 的 . 

现在 假定 * 所 变动 的 数码 多 于 四 个 ， 我 们 再 一 次 把 t 写成 输 
换 的 乘积 ,并 把 最 长 的 轮换 写 在 最 前 面 : 郎 


AIRRA IE 3-a, Duer 
T = (1234-e; 
DUR r 中 只 出 现 2- 输 换 , 则 
T = (12)(34) + 


_ 现在 我 们 用 8 
g = (234) d: 
素 作 r TIE, MEERE a 
o Ti = grg! 


在 上 述 三 种 情况 下 分 电 是 .| 
` DEE 


T = (1342.. DE Ea 
== (134X27) MA 
ti = (13)(42X56) > 
EMARE hT r E r, AM nE, 在 第 一 种 各 第 
三 种 情况 下 , TEE GE AANA 
H RTA 二 rR， 在 第 二 种 情况 下 
rT = (ULZäh de: ees, 
Bk 1, 2,3, 4A a E H Ce E EE EE SC 
IE, rr 只 变动 五 个 数 铺 ,而 工本 身 所 变动 的 数码 多 于 五 个 . 
Zä, ALAT, ien PED GAE ck EZ, 6 
KEF r ÉSE Dt. r 只 能 变动 三 个 数码 ， 这 就 是 裔 ， 
T 是 一 个 3 轮换 ,因而 棚 撕 引 理 应 有 宰 = A, ERRE, 


AIR. 证 明 : 当 # 半 Anere Ur Hee Or Fe TC ck Bn E 
之 外 唯一 的 正规 子 且 . 


$51. ESAR 


集合 M TEE ër M 上 可 迁 , 如 果 M 中 的 一 个 元 
素 4 可 稚 这 个 擎 中 的 置换 变 为 ON 中 所 有 的 元 素 *. 

如 果 这 一 条 件 成 立 ， 亚 未 任 痊 哎 中 两 个 元 素 * 和 y, 一 定 也 
能 在 竹中 找到 一 个 年 换 把 EH y. 事实 上 ,由 


pa = Ss Og =y 


可 知 

(Cap D)x = y. 
因此 ,在 可 迁 性 殊 题 上 , 宪 竟 从 哪 一 个 元 素 = 出发， Ken 
别 的 . 


MRR GEM bEETE GETEA), MEA NHAR 
戊 许多 可 于 区 ， 即 那样 一 些 子 集 ,它们 税 全 中 的 佣 换 变 成 其 自身 ， 
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而 在 和 餐 个 这 样 的 集合 上 华 蚌 可 迁 和 的。 这些 子 集 可 以 根据 下 面 的 原 
RERE: M 中 的 两 个 元 迪 a 和 5 属于 同一 子 集 , 当 晶 羽 当 全 中 
可 久 找 到 一 个 年 换 s, 使 得 ga = E 

这 一 性 振 是 : 1. 自 反 的 ; 2, 对 称 的 ; 3. PIER, 事实 上 : 

1. ga = a, AIR o = l; 

2. H sa = b BA olh = as 

3. 由 ca = $, TE = e BË rojas e, 
因此 ,通过 这 样 一 个 原 旭 :的确 可 以 定妆 M 的 一 个 分 闫 ， 

"IR So an ETE, me ERG 中 使 Dt ARR e 不 
EME ADR TE, Bi e. DIr CES rO, 把 元 素 a Ha] 
IR Tra, 0, DÉI tt e km Gett EI op 中 的 元 素 一 对 一 地 
FRATA. Goor En 惫 的 指数 ?就 等 于 D 中 的 元 素 的 个 
ë F OHE Dn EBEN (EE Ch EE 
Ga 一 Ce! 

和 输出 ， 

设 有 和 集合 DM 的 一 个 可 迁 苇 换 权 e Au M 可 以 分 解 成 
至 少 酚 个 彼此 不 相 殉 的 集合 现 , 顷 ,,- .之 和 ,其 中 至 少 有 一 个 和 集 
合 包 售 着 两 个 以 上 的 元 案 ， 而 O 中 的 变换 把 每 个 集合 mm. 变 成 一 
个 集合 D, ME O 称 为 非 本 原 的 ， 而 集合 W, Wo, - 划 称 为 非 
本 原 区 。 如 时 不 可 能 作 田 这 样 的 分 解 

M = Jm. M, h, 
DIS G AAA, 

例 . Klein 四 元 芥 是 非 相 原 的 ,其 非 本 原 区 为 

{1 ,2}, {3,4} 
( 除 此 之 氏 还 有 其 他 两 种 分 解 为 非 本 原 区 的 方法 )。 另 一 方面 ,na 
"Tipp D Ce o Ae ton FEE TIR 


WEEK 


用 何 种 方式 将 0 分 解 成 子 集 :例如 

WM= 2 
总 是 可 以 找到 一 个 人 换 把 子 焦 11, 2 ， 针 变 为 tt 2,……*， 
k— 1, +1}, 郎 变 为 这 样 一 个 子 集 ， 宇 和 1, 2, -7 k AA 
港元 素 , 伍 也 站 相等 . 

EM = {M M, o "mm 是 具有 上 述 性 厦 的 一 个 分 解 , 因 
WS ORRE M, HEERE, 对 每 个 > ERG RRA- 
Mm Em. 事实 上 ,由 于 人 鲁 的 可 证 性 , MS "më 
将 3H 中 一 个 企管 选择 的 元 素 变 为 M, 中 的 一 个 元 款 即 可 ,这 个 全 
换 一 定 将 M 变 为 OR. eg. zen, mt. M, + 
都 是 直 同 样 多 的 元 素 租 成 的 . 

ATEA M BERITE, TARE: 

融和 是 又 O 中 使 得 于 ven EE E TRARRE T 


o MTE h, ie 
aTh CO, 
友之 ,如 果 这 样 一 个 中 癌 拿 0b 存在 ;出 岛 是非 本 原 的 ， 合 b 使 得 一 


ETA ET EAR, EH W 一 1. o, --) 是 一 个 
Ei KKK EARE a. hA G pit MN, 不 变 的 
TRELAR, mëtt za nei O 中 所 有 那 
Pong, EPHE e ÆA EASA M pH AIE, RA 
Aasch Asy Am. 各 HbAPRRR Et, EH D 变 
MSEpuzäbAIS E, EAT E D, Beb AG, BR, AET 
EELER 

BERDI rr BE rIgITr 9 rr ees 9， 


a ZOD e 


#E 
gCHC 

ETE G mech, Sr SS Vol ARSCH og, 8 的 
每 个 陪 和 集中 将 2 变 为 另外 一 个 元 至 da, 因此 ， 如 果 我 们 把 七 个 
归并 成 陪 集 th, HIS ae 将 归 大 成 至 少 两 个 彼此 趟 相交 的 集合 
D, D4, 其 中 每 个 仿 合 至 少 由 两 个 元 素 和 组 成 。 这 样 ,集合 M, 
是 由 
来 定义 的 。 任意 一 个 另外 的 置换 5g 把 OH. = Cha 灾 为 一 个 同样 灼 
WRES och, 这 就 臣 明 了 春 鱼 的 非 本 原 性 ， 如 命 .0t 表示 当 
了 一 和 寺 宙 式 人 所 确定 的 偶合 ,旭日 使 得 非 本 原 区 M, Zei 
D, = pba 一 ba = M) DPE rh 将 D E ARARE M, 
《因为 rh = rhhe = rha), 
28. 1. 如 果 Om peT E Ea E 
原 的 ， i 

2. 上 面 定义 的 合用 在 Wt 上 是 可 迁 的 。 

3. ERE M 可 和 分解 友 震 个 非 水 原 区 ， 每 个 非 水 原 区 由 两 个 元 过 栓 雇 ; 
tlech 

Bi: 

a) b Gp, 

b) og bint 

ei g 的 阶 涩 
SCHER 

4 - 由 有 恨 多 个 对 染 藤 茶 些 区 换 所 查 成 的 可 迁 坚 ， 其 阶 数 能 被 这 此 对 当 
EMER. 


注 、 RERI RITARA RRR, 


= ZH * 


Së t Æ Galois 理论 


Galis Hi Ea m — T K 的 有 限 可 分 扩张 , gne E 
HJR- ARRE "PS TEA 201 hh GR 
HP R5- ANAREN TALR e, (E ERRA A 
通过 这 个 理论 得 到 了 和 解决. 

关于 Galois 理 答 的 另外 一 种 证 法, 见 E. Artin 的 Galois-Theory 
(Galois HEA). 

在 本 章 中 出 现 的 域 都 是 交换 的 , RGD He, 


§ 52. Galois SS 


E TÆR K, ZARE S43, EAE EE 
是 由 一 “本 原 元 素 ”9 生成 : 了 一 其 (3)， 根 据 $ 41 ,在 一 适当 的 扩 
WOH, IWE n AAR R, EDR K 的 元 素 不 变 的 同 构 、 这 
里 = 是 了 对 于 区 的 次 数 ， 作 为 这 样 一 个 扩 域 品 我 们 可 以 取 不 可 
HERR 的 分 裂 域 ,这 里 js) 以 9 为 一 个 根 , 这 个 分 异域 是 
包含 了 的 相对 于 肛 的 最 小 正规 域 ,我 们 也 称 它 为 属于 的 正规 域 . 
K(3) 的 相对 周 构 可 以 用 元 素 9 PERRIER 85。….，9.。 来 
an, Esebur, 元 索 p 一 Eaa EK) EE pl) 一 
Ead , 因 之 这 个 同 构 也 可 称 为 代 换 9 -> D, 

EENM, TE 9 与 9, 只 是 明白 表示 同 构 的 工具 , 同 构 
REGATE S pen, 
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因为 在 这 个 情形 ,首先 所 有 的 8, 全 包 合 在 区 (9) 中 。 RAAK 
KK(9,) 是 与 区 (9) 等 价 的 ,所 以 也 是 正规 的 ; 因 之 反 过 来 9 也 包含 
在 所 有 的 区 (9,) 中 ， 

反之 :部 黑 卫 与 万 有 的 共 现 域 重合 ,那么 了 是 正规 的 ， 

因为 在 这 个 假定 下 了 就 等 于 ra 的 分 异域 KO, … :9 ,所 
以 是 正规 的 . 

以 下 我 们 假定 了 一 KO) 是 一 个 正规 域 。 在 这 个 假定 下 , 把 
3 变 成 宅 的 共 二 域 KK(3,) 的 园 构 就 都 是 卫 的 筷 同 构 ， 卫 的 这 些 自 
同 构 (保持 KK 的 元 素 不 变 ) 显 然 组 成 一 个 阶 为 = 的 守 , 它 称 为 了 对 
于 K 的 Galois $, 这 个 合 在 我 们 以 后 的 讨 得 中 起 主 要 的 作用 . 
用 5 代表 它 。 我 们 再 一 次 指出 Galois FAMAE TRAA 
a= (ZF:K). 

有 时 我 们 对 于 非 正规 的 有 限 可 分 扩 域 了 OR Galois 2, Pta 
的 是 所 属 的 正规 域 了 了 也 的 Galois 29. 

为 了 技 出 这 些 自 同 构 。 我 们 并 不 一 定 要 先 找 出 域 了 的 一 个 本 
Rss zort hE KARR out Rz pm. Suen E 一 Ka, 

` "a gel 于 是 我 们 先 找 Ko, 1 的 同 构 , "nt a TARRE; 
然后 把 这 些 同 构 开 拓 成 及 Cm, m) Ki ana T, 

一 个 重要 的 情形 是 ma，-……, am EIERE ER pa er E 
f(x) 一 0 BC. EE rte 一 0 或 老 多 项 式 Ke) 的 村 就 是 指 
这 个 方程 的 分 列 城 的 Galois 每 ， 每 个 相对 自 同 构 把 这 和 粗 根 变 成 自 
身 ; 换 句 语 改 ,每 个 自 同 构 引 起 这 些 要 的 起 换 。 ARAE TETA, 
那些 自 同 构 也 就 知道 了 ; 因为 当 四,'…， an 合欢 地 变 到 过 ,……， 
da, TE Kla, —— wel ITRS EBRE Olm -s an) 就 
EARRA RZE plal, ,a%)。 因此 ,一 个 方程 的 芥 也 可 以 看 
作 宅 的 根 的 一 个 主 斤 车。 在 谈 到 方程 的 佛 时 所 指 的 总 是 这 个 庆 柳 
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St 
Sa 8 rrRs KC ar 根据 $38 的 一 条 定理 ， 
入 的 每 个 把 写 变 成 在 了 中 基地 域 A- 的 5 相对 ，》 同 构 都 可 以 开拓 成 
上 的 一 个 同 构 ,也 就 是 Galois 对 的 一 个 元 素 。 由 此 推出 : 
Apg Ad ATK RRRA ER Galois 全 中 有 一 


TA [= Kia, AREA. 
三 中 两 个 元 素 a, o 对 二 RK ERA. SE X 的 Galois 


如 果 方 程 a, — o Leem MAE Geert EH 
PN. Sue IRE: 

EE 
De, 

JOIK oft E rtl IER e Gar SET a DÉI DI e E bi 
2, METE 1 ,部 a RAR Sonn, MA o fE K 中 .由 
此 推出 

如 果 旦 的 一 个 元 比 a fE E BY Galois BHATA Ria TERET 
ERMA a BTERK, 

HATA AH ERTILA E A ERR TA E Ee 
EX A IRTE, AUEREA ARI RER, (EE 起 限 
BR ETTE HARP E, 它们 对 子 不 可 分 扩张 也 是 对 
的 。 只 娶 拒 域 的 次 激 换 成 域 的 简 移 次 数 市 最 后 一 条 定理 的 和 精 验 换 
成 : “那么 a 的 一 个 方 索 ail ETER K, 这 里 p 是 特征 ”. 但 是 在 
下 一 节 所 建立 的 “Galois 理论 的 基本 定理 “只 对 于 有 限 可 分 扩张 成 
Kg 

K 上 的 扩 域 了 称 为 “Abel 的 ”, ARERI Galois SE Abel 的 ; 
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称 为 “循环 的 ”, 如 果 和 对 是 循环 的 ,等 等 . 同样 ,一 个 瑟 程 称 汐 ”Abel 
的 ,循环 的 ,本 原 的 "， 如 果 它 的 Galois SÉ Abel 的 ， 循 环 的 或 者 
l CERNEA) EEH, 

Galois E GF(p”) ($ 40) 481 J Galois Sp. —r-ZpgIgES9a0 
PF ZERREN HIER, 在 $ 40 中 考 虚 过 的 自 
RM46 sla — at) ARE IIJ E s, mr 一 1 都 保持 世 的 元 素 
不 变 , 因 之 属于 Galois F; JEE DIE bh RR. m, Pr EPO E 
成 整个 的 侍 . ATRE m 阶 的 循环 全 . 

习题 。 1. hum tan EE HANE Galois FAAEA EE 
TEMA CAT A, EC me, 

2- PARER E A ER E? 

3. FENA E EE H, 

+， 和 用 三 题 2 与 3 求 方 程 

3 十 2x 十 1 二 0 
在 有 理 数 域 上 的 革 ， ‘首先 讨论 可 迁 性 1) 
s Ch Fav Ee IR e 
SE 3 = D, 
xt 一 Sri Le = dÉ 
Am ELCJnense EE F 3 BI ken 
十 下 十 1 二 0， 
aty i= 
LR lee A EEO R EE, 


$ 53. Galois 理 答 的 基本 定理 


得 本 定理 ”是 ; 
1. 每 个 中 间 域 A, | ag , 都 对 应 着 Galois $ © 的 一 个 
FR o, 部 也 的 保持 和 的 元 这 不 变 的 全 体 让 同 构 。 2. 和 是 由 8 叭 


TERRE; ABER E Hag o 中 代 换 保持 不 变 的 元 索 的 全 体 ， 3. 对 于 
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S ARTTA 9 都 有 一 个 域 和 :起 与 8 有 以 上 的 关 有 .49 RoE St 
STE OTA sE O HARANETAN T K en 

St WR, SÈRRA DÉI e A AAE lr 
A DÉI Galois ZS, H ARARA, ABLACH TERE, 如果 把 
EBP R, AAFEERI $52 a eE E42, BE 
有 些 困难 的 是 断 语 3， 

设 2 =K), 8g 是 久 的 一 个 子 侍 .我们 用 入 代表 中 改 90 中 
所 有 代 换 g RIETER NA; 因为 如 时 o 5 p ERRI 
RAPE, H at B, a— B, a- BARI B = 0 tfa 也 具有 
Te TEKS ATY, 对 于 入 的 Galois RAAF oa, 
因为 g 的 代 换 具有 保持 A 的 元 素 不 变 的 性 质 . ANEITA 的 
Galois RIL o BAES, Da (XA) 就 要 比 g 的 阶 来 
IFA., Kir (Ea) 等 于 9 对 于 入 的 次 数 , 因 为 了 一 A(9)， 如 时 
Gis "05 是 9 的 全 部 代 揽 ,那么 3 是 证 次 方程 
(1) (x — oI) x 一 Ga sl — al ss 0 
的 很 , 它 的 系数 是 被 革 a 保持 不 变 的 ,因而 属于 A， 因此 9 对 于 人 入 
的 次 数 不 能 大 于 o 的 阶 ， 

剩 下 的 唯一 可 能 性 就 是 , o eX STAD Galois $. 这 
证 明了 3 . 《顺便 也 就 得 出 517 € ale] TARRI.) 

最 后 ,如 果 铭 的 阶 汶 n, 9 的 阶 为 A, j Si, BUS 

a= EKO, A= (FA), 天 一 不 
(E:K) = (FiA) (A:K), 
SU 
(aK) = į, 

XERE "TA. 

28 DSgE HD T AOAR E TR rt RR A E 1-! 
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的 ， 现在 产生 一 个 问题 : 在 有 了 Aa 之 后 好 何 乒 8 或 者 有 了 9 旭 
何 找 A3 , 
AT AREH, 假定 我 们 已 经 找到 与 o HERIR 


23- BS HR 9 EH; TEF OAJga a — o DREI. 
EA ER T Ae A = Kë, T=} Bi}, 这 里 Pis Wii f Xi 
"TD DI e Dé oe pn, HMA o MEME G HAPE Bi tt, Br 


不 变 的 代 换 租 成 ; 因为 它们 世人 保持 D... Dr 的 有 理 男 数 不 恋 . 

BRER, a IATER 

Lx — Tx Oo 9) a oi), 

eE REN, Ltr RRRA RAAT A, SEH SG 
A; 因为 它们 生成 一 个 政 ,3 作为 方程 (1) MARR TAREA 
蕊 和 经 是 天， 因 之 宪 不 可 能 是 A GT a 的 生成 元 简单 地 就 是 
ca 0949 的 初等 对 称 五 数 ， 

淄 外 一 个 厂 法 是 , 设法 找 一 个 元 淖 AO), "CS g 中 的 代 换 保 
持 不 变 , Ire aber E rer A, 但 
不 属于 入 的 任 一 个 于 域 ,因而 生成 入 

Gi Galois 理论 的 基本 定理 我 们 看 到 ,一 -和 昌 知 道 了 Galois ZS. K 
与 的 所 有 的 中 腊 域 就 全 看 清 灶 了 , 定 们 的 个 数 显 然 是 有 限 的 ; 因 
为 一 个 有 限 华 只 有 有 有限 多 个 子 华 ， 由 舍 我 们 还 可 以 知道 不 同 的 域 
的 相互 包含 关系 ;因为 有 定理 : 

如果 A 是 A EAR A 的 学名 含 属于 EE 
GE 

SEHR, HER AC A, TEA IRTE A, 的 元 至 不 变 的 代 
BIRI A DIS tr E. 

Ra. So 2o "TK Prag y 的 代 换 保持 不 变 的 域 元 索 包 
Za 0 的 代 换 保持 和 不 变 。 


s 2707" 


作为 竺 束 我 们 提出 下 下 的 凌 古 : 如 果 我 们 把 基 域 及 扩大 到 域 
A AP KO) 也 相应 地 扩大 到 AG, 那么 KO 对 于 起 的 
Galois 区 有 什么 改变 ? 〔 我 们 自然 要 很 定 ，A(9) PARLA Pn A 
Pati rein Oz? 

代 换 8 一 8 BAPE AG) WAE, "Gan K(9) 
BIRA, AR KO) EH, PTA Ei KO) 的 自 同 构 .。 因此 基 域 打 - 


+ 和 + L 


一 个 中 间 域 为 4, 281 lem Te RS (EDEEM 
ERAN, ARPI, 基 域 的 这 个 扩张 泡 有 简 鹊 KO) 
SE 

JA. 1. Galois Se ROPID FERZEN AET T APATA 
H NEGATED, 

2. MERRE YT K RJAR RAO n BARF = HEART d eH 
ml d A RR EE EE A 
zk if RER 10 最 后 )， 

3. AJH Galois HREINA E tee) 的 子 域 (40). 

4. REC AKE HK zu, KK 人 9) KE ARET AD 对 于 
AREMA RK n ASK, 
5， 利 用 $ 51 RIRE: 
HRATT RA ARAR a ERR K a) ir A E 
e 

KC acCkioeun, 

当 上 且 仅 当 这 个 万 程 的 Galois BPRS ERER. eg, 和 可 以 
MEERE bakie {a EN EES Kë 

5 按 以 上 的 修改 来 及 明美 于 不 可 务 4 张 (特征 a Ok, Wes: 
基 : 研 中 被 8 的 代 病 保持 不 变 的 元 素 全 体 是 "在 瑟 中 A 的 根 域 ”也 就 是 号 中 
pi 次 上 方 必 于 么 的 元 案 的 全 休 ， 断 顶 3 是 : 对 应 了 于 O ETE s 愉 有 一 个 


D 所 良 册 个子 举 的 和 坚 古 指 丰 这 两 个 全 的 并 集合 生成 的 举 。 同样 地 定 多 和 城 的 概 


Ss 
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Ba ENI e RAET ERE a HERRA g PRRD. B 
器 4 pR. 


554. ERIR ei ën 


teg rar Ka Galois 恒 ，B 是 了 的 一 个 元 素 ，。 属于 中 
Mar KCB) HTA g 是 由 保持 有 不 变 的 代 换 粗 成 。 外 中 其 余 的 代 
换 把 B 亚 到 与 之 共 罗 的 元 索 ， 插 且 每 个 共 翰 元 素 都 可 以 这 样 得 到 
(§ 52)， 现 在 我 们 进一步 断 首 : 

Ne 


证 明 如 果 P 与 + 是 把 上 B 变 镜 同 一 个 共 址 元 素 的 代 搁 : 
PB) = 7B), 
Sp. 
r™olB) = rr(B) = P; 
al ro = o Æ s 的 一 个 元 党, 从 而 p = ro; REER, PrE 
于 同一 个 障 集 。 如果 PP 与 7 在 同一 个 陪 和 集中 , BABE rg 中 ,那么 
p= rta, o Hg H AZ 
PLB) roi = r(otB)) = r(B). 
由 这 个 定理 重新 推出 , PARE d ELR T 
的 指数 (一 陪 集 的 个 数 ). 
F B K TEWARI T iE KG) Æ Kg), RIE: 
KCB) RTTÆ rar”, 
因为 属于 长 (rp) HTAR rA TER o 条 成 ,对 
FES 
m ër = rB 
或 者 
rts Ttf =p, 


WEE 


或 者 
或 着 


rist = a gH 
ol = rsr’, ` 

EE E MEA SEA Keng 

apea EA e EA 

RH $52, E EE e AHRNE 
合 。 Bbw Ep : 

WA KG AGI, PEREPERE o SERIN 
BHE O PHIR or EA DiE EG ERT 

HMR ARER MART Æ TA: A K ARENA? 

G 中 的 每 个 自 闻 构 把 和 A 变 到 自身 ， 因 之 都 引起 所 求 的 入 对 于 
K 的 得 中 一 个 让 同 构 。 鱼 中 琴 个 自 司 袍 的 习 职 对 应 于 相应 的 入 的 
leien), 93 人鱼 同 态 地 本 射 到 A 的 恒 。 6 中 对 应 到 入 的 单 
位 代 换 的 元 霖 gi Ge RPR EARE E, EIERN Dr 
KRAPTE Og, 

AXT K 的 Galois ANTES Gina. 


AR 1. Abel 域 的 所 有 子 域 部 是 正规 的 ,同时 也 是 Abel op. (ër 
PATA TAR GRESTA 
© 2. MAKO ACE, 4 是 对 于 天 的 包 售 和 的 最 小 正规 域 ， 那 么 4 对 
EIE E A T AE EAT A HARE RATA, 


3。 工 是 有 理 数 域 。p 一 LA 是 三 次 原单 位 根 , 减 fie, YT) 


AREF? 哪些 子 城 是 兴 厚 的 亚 些 是 正规 的 ? 
a. 对 于 城 工 (W 2 WwW 5 ) 则 与 上 相同 的 问题， 


San A B 域 


设 全 是 有 他 数 开 , 出 就 是 特征 零 的 素 域 ， 恰 以 全 部 五 次 原单 
PRAA CHE 


a ZIQ" 


(EH 5 39) 称 为 分 图 方程 , # 次 单位 极 的 域 称 为 分 轩 域 或 者 贺 域 ， 
这 个 名 称 有 以 下 的 理由 ;复数 


EF 
C ze A = cos SI + € in ZE 
A A 


i k KDR; E 


Gene" = EC LC) 


就 决定 cos“, 而 有 了 这 个 余弦 就 可 以 作出 正 率 边 形 的 图 , 也 就 是 


HERSE A A AD, 

以 下 图 域 的 理论 自然 不 依 束 于 我 从 把 原单 位 要 六 看 作 算 数 还 
是 只 看 作 一 个 符号 . 

我 们 首先 来 证 归 ,方程 (7 在 了 中 是 不 可 条 的 ， 

SÉ fO) [= 0 Siten rein 《 DE DE TE 
RR Pie (Lei E ERRAR ES E IR TARRE O 一 
Pale). 

a P ETE k RRG, TE Ce EC E A A 
E E a E KEE AE R 
PRIER EC Toi 一 sglr), RE e 一 ti 是 整数 环 中 的 可 
WTR, 

FEA +1 与 1(x) AAE 与 gtx) ARR G, AZE 
A AR: TG) 与 g(x) 整除， 假如 fCx) 与 g(r) BRETA GRE 
T, CARER ANTERE a 一 1 必定 被 fw)g(x) 
EPR: 

(2) sl — i = fLeigisiëtsi, 
这 里 2(x) 根据 $25 CEREREA SAA et éi CLC AI, 


+ Zil" 


因 之 一定 司 (Ce) 整除 : 
(3) Par) = FODA” 
RC) MRE — TERREA, 

我 们 现在 把 Q) SE AEAT. E 

g(x?) = iO 

AA iR RHEA mi REA A TASI E E TE, DIS SG Egee) 
写成 * 的 方 森 不 带 系数 的 和 【譬如 2e E a H ww), PRE S 33 
李 题 2 的 规划 进行 计算 ，{g(x)1t 是 由 各 个 项 的 也 次 方 粗 成 ,条 么 
和 恰好 得 出 geet) TEB G) 推 田 
(4) {elaj = fai) Cmod p). 
设想 把 (4) 的 两 边 分 解 成 不 可 分 解 的 因子 tmod p), ZB 
域 C/(p) 中 的 多 项 式 的 唯一 因子 分 解 C3 22), fCx) 的 任 一 个 素 因 
T pr) 一定 表 整除 Jeton ie, Rm RER gfx)， DZ (2) 的 石 
ZA Eh ite) 整除 , TEAR 1 AR ERSA Ar 
Pr pA po) SES BAE Cod nix) HS, 
FHE wb EE d Ee dr 

因 之 实际 上 天 x) 一 十 g(x), 6? 是 x) 的 根 ， 

我 们 现在 进一步 指出 :所 有 的 原单 位 根 者 是 fx) BR, 
是 一 个 原音 位 很 开县 

Gett 

这 里 p EHARA RA AT E EMERE S A Gs, 

因为 e 适合 方程 JG) = o, MARRA CREP, Ce 也 适合 
f(x) 一 0。 对 素数 h BEVA ERE, PE Ce 也 适合 。 一 直下 
ARRA GARAE D 六 适合 方程 So, 

因此 La) ARDE AD TR C) 一 0; 因为 fx) RAAHE 
GL) HAAAT, AHA 


» ZLZe 


dei 一 fi, 
OSER T AAEE, 
TS CS ERPE HA E re 的 Galois 4, 
BARRAT OC) RKE B paN EECH 
REME è REA Btx) gär. TC" AA RAMET. 
P DR RSC, chic Sa Rm C EN g 
的 自 同 构 。 于 是 


Or Gu 
当 且 仅 当 

eer 
或 者 

L= pR). 
A 

Faal ) = EY = Leutéi Air = Che 

Bj 


Gafa 一 Oa. 
因 之 , (6) B SREE RPR D HE 
Æ, 
EPDE TRE Abel 的 ， 因 而 所 有 的 子 ' 必 是 正规 子 便 ,所 有 的 
子 域 是 正和 更 的 与 Abe e. 
网 ， 十 二 次 单位 程 ， 与 12 互 来 的 同 余 类 由 
1,3S,7,11 
代表 因 之 这 些 自 同 物 可 以 用 S o, 57, Ou AI HP atr 
ZC", RERE: 
1) WEARER E. Landau 以 虽 紧 接 在 它 后 面 的 1. Schor 在 Math. Z, 
29 (1929) PRAXE, 


WEE 


Ou | Fr d á di 


每 个 元 素 的 阶 都 是 2， 除去 这 个 车 本 身 与 单位 个 外 还 有 三 个 


E - 

1. Joes, Fs}, 

2. Los Fr}, 

3, Je, oui, 
2IRTS ron RE CRR bb ia EE TRR 
三 个 域 : | 


四 次 革 位 概 i 一 i 也 是 十 二 次 单位 根 ; 因 之 在 这 个 域 中 ,TT() 
就 是 一 个 二 灰 子 城 , 


三 次 单位 根 同 粮 也 在 这 个 域 中 ， 因 为 


1 
一 一 工 十 二 V 一 3 
P 2 2 


是 一 个 三 次 单位 根 , 所 以 ICV 一 3) 是 一 个 二 次 子 域 . 

由 平方 根 i 与 W 一 3 相 乘 序 得 V 3。 因 之 TCV 3 ) 是 第 三 个 
域 . 

我 科 现 在 于 ,哪些 子 知 局 于 这 三 个 域 . 

由 于 mx 全 一 全 一 全, Di a RE Cd FEELT 属于 
F la, ei. 

由 于 oy 人 一 63 CT, BD op RC o 不 变 , 所 以 TC(V 二 3) 
BATZ {0 AR ' 

镜 下 的 一 个 域 T(CV 3 ) ERF Le, oul, 

这 三 个 域 中 任意 两 个 部 生成 整个 的 域 ， 因 之 单 习 根 妨 一 定 可 


= ZIL: 


KAATER EET, FE 
e EEN o= m i TLE i V3 
2 
习题 。 1. FFA > 2 元 素 8 + E EE FPA) e 


FPH. 

2 PEAR AERRI TRS EEN 

3. BRERA MIRMA ere, TE + CH 的 定义 方程 是 什 
ER 

现在 设 所 讨论 的 单位 很 的 次 数 是 素数 9。 CIE HR 
方程 为 


DG) = E et e EE 
SS 


ERRA E =gh, 

设 澡 是 一 4 次 原单 位 根 . 

Do ERRAR EMIRA C 40), REEE tb 
余 类 

L3 ga Rs ttt g 
租 成 ,这 里 g 是 一 个 模 4 的 本 原 数 ”, 世 就 是 辐 余 类 全 的 生成 元 . 
因而 Galois Hh EAI RHA. ri AE o E, o EE e Ee, 
F pR AA FEN: . 
这 里 一 


分 
, CN = Ẹru, 
这 里 5 可 以 按 模 # 计算 ;因为 
- CAT zs EST. 
SEI 


SF) = EEY zm Lat Eë = ëss! wn STT e aan, 


s ZI3e 


因 芝 自 同 稳 把 入 标 二 加 1 oE” KEH 
TE) = Eaux 
CG =0, 1,0; EE KEE 为 此 我 全 只 要 让 
明 , 所 位 是 线性 无 关 的 。 事实 上 , 这 些 ;除去 次序 外 与 o’ 
ga 是 一 样 的 ; BEEE ENZA AER: 
ag 十 + aabt ses D, 
或 者 酒 去 因子 6: 
a t asf kass H agtt En, 
D'HE ropp kä S q 一 2 的 方程 ,所 以 由 此 推出 : 
a = DI 
Hit 《线性 无 关 ， 
这 个 分 因 域 的 子 域 就 由 循环 双 的 子 理 块 定 《参看 10 最 后 ): 
mg 
ef = n 
ren, ERER 
F, if, e, HE, gr 
MRR är, rie Dem, 
REEERE rr On TS g A8 rb A, 
EE HIAR e DLSoudeitmIshée rg Sean, 
(5) ai = r H Cope T Copr P tte + Corie 
Cy = 0, 一直) 
EERDER. 
由 (5) 所 定义 的 元 素 P Ms …， Ye- BE Ganss 称 为 图 域 的 
omg. 
”每 个 办 SICH of ARERR, BETIE Galois % 
中 其 他 代 换 保 疆 不 变 。 因 之 每 个 音 个 的 a, SEW A Dä 


和 


元 。 管 如 我 从 联 p = 0, ES 
A = TO) 
au = E + Ce t ert + Gue 
= 
RPE T EE TOO 的 全 部 子 城 ， 
D. BTE Æ 17 次 单位 根 的 域 : 
| 4 = 17; n= Aë, 
g= 3 EIR 17 的 一 个 本 原 数 ,四 为 所 有 与 17 ERR A ga 
AMERA mod 17) E, 16 TER 
Ce Ei h= e; oz CT: 
GE ECH 
有 次 数 为 2, 4 与 8 的 子 域 ， 现 在 我 们 依次 地 来 决定 它们 . 
8 项 周期 是 
Fe = E HE ee 
i es A i i i i 
不 难 算 田 


au mue, 
nn 一 一 不. 
DZ o, Dia e E 
C6) 六 十 ?一 4 一 
EHE, TAARE 
y = —— t SA 
4 项 周期 是 


Eu 一 二 十 有 十 CTIE, 
一 中 十 全 十 E 
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二 ++， 
= 二 二 


有 
So 二 B= ga, os 一 一 1 
EL Ëm, fun zl, 
因 之 & 与 所 适合 方程 ` 
Se vi pr lz D 
同样 5& Ee, 适 台 方程 
(8) zi — pr — LL zs D. 


EI KEE E TO) EKA, ERTA Ef 
两 个 2 项 周期 是 
A = CLC, 
AT 一 二 十 二 
RAI SAAR ENIH 
AD 十 AT — Ën, 
AA = e + ge H Es E, 
因 之 49 与 A 活 合 方程 
(9) A7 A+ =O. 
最 后 ,e 本身 适 合 - 声 程 
E +g = Un 
或 者 
SE ME 十 工 一 0. 
让 此 可 f, 17 次 单 全 根 可 以 通过 和 解 一 条 列 汪 次 方程 计算 出 . 
习题 。 4， 对 五 次 单位 根 的 域 作 相 同 的 讨 呈 ， 
3. WEED: gu, Ge A SIS a 的 一 粗 基 ， 


e, SCH, TAHE (6) 到 《9) PREAH ELA DARA 与 冰 只 作 
上 出。 由 时 得 到 正 十 七 这 形 的 一 个 必 图 法 ， 


WA 


汽 至 目前 为 下 ,我 们 的 基 域 一 直 是 有 理 数 域 。 如 果 对 于 营 域 
只 假定 亡 的 特征 和 不 能 整除 下 MADARA Str EI IS A A RS 
DART deal re, Hi DSDS: 

l ep sn ET, 

与 以 前 一 样 有 方程 

Difa 人 

出 此 推出 : KCC) gënt HE Er He 
TT, 

22 A ERAH, ARORAA 4—1 的 循环 从, 因 
之 这 个 Galois 王 也 是 循环 的 : 阶 为 互 一 工 的 一 个 因子 . 

$ 56. 循环 域 与 纯粹 方程 

ERE KEA # 次 单位 根 百 且 它 的 单位 元 沼 的 oa 信 不 为 零 

Lëns FERRER). TERTE: Hi AE 
ent — o ss H (Co Æ 0) 

证 明 ， ”如 果 3 EARP AM. PATI, 《9393( 这 
Eg En ë Ri Isk RH spOmT AZ 9 ME TARR, 
ZB Galois MARERA ER 

KÉ ac? 
TEA 9 Co en Ca pen 2 Cen 因而 每 个 代 换 都 
li SD DEI Sr C H HR bie Il AR pap, 于 是 
Galois WAHT e 次 单位 根 的 全 的 一 个 子 伟 . AAAA E 
PEHA ATERI TÆ, JAM Galois 剖 也 是 循环 的 
ger gab tem An 一 a 一 0 不 可 竺 时， 所 有 的 棋 如 3 bai, 
D 最 然 芝 些 禹 全 不 相同 , 因 之 沁 程 是 可 分 的 


* 2139。 


于 是 Galois R50 är eine) GE, Gan ER 
我 们 现在 了 事 反 过 来 首 明 ，K& 上 的 每 个 # A oumgnRaernt Im 
HIRR FE r" 一 a = 0 的 根 生 成 ， 
I E= KO) 是 一 x* 次 循环 域 ,6 是 Galois nn të, 
一 1。 我 们 仍然 假定 基 域 耻 包含 # 次 单位 根 ， 
Dei ET n KREA, RITE “Lagrange RRE", 


(1) Es D = a t ER H 二， 
其 中 Sen, 
在 代 换 = 下 , 3 是 循环 地 变换 ; 


oe, 一 Dat Le = Dol, 
MRA G, 9) €F: 
at, D) C= 
(2) = E Xa + Eh +E H o H En) 
= p t, Ð). 
因此 ,*# KER C, Gi ES TETE, RAER, CC. an 属于 
基 域 长. 
重复 应 用 (2) a 
art, D = ELE, D, 
E EE E 
Wë, AZ. ($, 3) 生成 整个 的 域 KC3). 二 推 由 时 来 的 和 下 


和 过 上 和 本 和 和 


如 音域 互 是 由 党 加 方 Lac = H 的 根 Ei, Srta Em EE 
o 引起 这 些 根 的 一 个 赎 换 ,也 就 是 数 上 月 1， 3... m 的 一 个 贰 换 ， 


1 Sc t, ARIRE T nh Ce, O) £0, MA (E, DeK 并且 了 
LZ NEE EG DEE? Ar Kia), AACE a E Wf LÉ, oeh 
He sr, 5 Ea pi, EM A op ap Za KC, Au, 
DC, vyr e KEH Fit, 


220+ 


把 它 分 解 成 轮换 , 艾 如 说 : 

(12- DG H 1e 
Galois SHEARER ERAS RREA, ATHE 1 变 
成 1, 2, 3，:…*, j 假定 方程 jC(x) = 0 ERTA AAR E 可 
以 变 成 所 有 其 余 的 根 , 这 就 是 说 , pa (12…-j) BEETA 
的 根 。 因 为 这 个 置换 的 阶 整 为 #, 所 以 一 定 有 i = 二 xn。 这 个 方 午 的 
次 数 因 而 也 等 了 o, METRA HEA R, 深 加 一 个 根 已 勾 
得 田 了 整个 的 域 。 划 果 代 花 1, 2, 2 我 们 用 0, 1,'…*,mn 一 1 
把 这 些 根 舌 号 , 我 个 可 以 选 6 就 是 域 的 生成 元 9 = Ba 在 适当 的 
Sekt, Ei — oi gue Éis, 一 oh = OË ze Eis 等 等 ， 
Wa, f(x》 BARET ARE C) 中 的 2 

ERR EE E ECK RW TE CERS deg 
n AIRRA k, BAN AHE o A Séi WME 区 中 法 . 
在 深 加 之 后 ，Galois FIARE, H DMENT P RAR 
的 |, 

现在 我 还 要 奸 明 一 些 关 于 素数 上 次 的 绩 粹 方程 不 可 稻 性 的 精 
果 . 

DUR e IS Eh K aa e RER, IAR AET 
ARRENE R, CRAE p MIRAT, E E 
FRERE, EAR A ARRIE , Amt 
gn. EBAR MARTE Galois WHER TETE; 因而 方 
程 在 基 域 区 中 就 分 解 成 了 线性 因子 ， 因 此 :多 项 式 x? 一 “是 完全 


PRAET. 
如 果 政 不 包含 单位 根 , 我 们 就 不 能 肯定 这 么 多 .但 是 有 定理 : 
x? 一 a 或 者 是 不 可 先 的 或 者 4 在 下 pE P ER ATE 


Fri 


EE 


ab a = Af — Di 
= (s — PP tr Bet: te, 
St. 假设 x? 一 a 可 穆 : 
sf — a = Giel: we). 
af 一 a EES be, 
a [| een (DF 一 a), 


因 之 ,其 中 一 个 因子 PCr) 必然 是 其 些 x 一 站 3 ERE, P(x) 的 党 
WA 十 五 一 定 是 IC Cor 的 形式 ,这 里 e Rp sinn, 
b = CC Dr, 
bi 一 Dër 一 er, 
由 0 一 闫 所 了 有 (ap) 一 1 MATEA o 5o 
2 十 ct 一 工 
- a = 全 一 
由 此 o Kr pe 
FE A. Capelli 的 工作 ; Sulla riducibilità della equazioni algebriche (36 
于 代数 方程 的 可 和 焙 性 )，Rendicont: Napoli 1898 与 G. Darbi 的 工作 : Solla 
riducibilità dell'equazioni algebriche (关于 代数 太 程 的 可 物 姓 YAnnali di" 
Mat. (4), 4 (1926) 中 有 关于 条 鞭 方程 的 可 移入 的 有 趣 兰 果 ， 
SL TREIE EE Ee GEET EE 
4 O ARE a pat.: 
x SC or E A 
Diren, [TERE K, Ch, aA a 
OË = Ee, 
GO ERD 


537. MRK H E 
RPA DR SARE NKI ERT A RAA 
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运算 与 开 方 V ,WwW so -来 计算 (参看 859), RESER ZAFE 
的 方程 也 具有 这 个 性 质 , WERT A hH K 的 元 素 经 有 理 运 
算 与 根 号 表示 . 在 这 里 我 们 自然 可 以 只 限于 讨论 系数 在 K 中 的 
KE EN EE ELE 
ETEREHHD kE, TUAANA 
根 . 

这 个 间 置 的 提 法 在 基 一 点 上 还 是 不 确切 的 .在 域 中 根基 一 
般 地 是 一 个 均值 醒 数 , 关 之 Ya 帘 囊 指 哪 一 个 根 是 有 阅 题 的 ， 例 
， 如 , 当 我 们 用 程式 来 表示 大 次 床单 位 根 ,如 果 往 单 地 表 成 Y 1 或 者 
V 1 ,那么 这 个 解答 是 不 角 满 章 的 , 而 解 一 > + = VV 一 3 就 满 
EET, deet -> 土工 二 3 对 于 V 一 3 的 不 同 的 什 ( 也 就 是 方 
程 妈 十 3 一 0 的 解 ) 恰 恰 表 示 了 两 个 大 次 原单 位 根 . 

在 这 一 点 上 可 以 提出 的 进一步 的 要 求 是 ,首先 ,所 葵 方 程 肥 部 
的 根 都 可 以 用 形式 为 
的 (或 类 似 的 ?表达 式 来 表示 . 其 次 ,这 个 表达 式 尘 于 其 中 出 现 的 
概 式 的 每 一 个 备 都 表示 方程 的 解 .。 (当然 ,如 果 根 式 Y a 在 表达 式 
《1) 中 不 下 一 次 鳃 现 , 那 么 它们 的 取 值 总 是 相同 的 .) , 

VE E TERCA RELER, NIR 
们 可 以 假定 对 逐次 添加 的 根 式 V 4a, 方程 x" 一 a 一 0 METTAR, 
SE, V a 的 所 有 可 能 的 秆 都 是 夫 辐 的 元 迷 ， 宝 们 可 以 勾 过 岗 构 
互 变 , 而 这 些 辐 构 在 以 后 的 添加 时 又 可 以 开拓 成 扩 域 的 同 构 ( 寺 团 
§ 38)。 因 之 当 表达 式 对 于 根 式 W a 的 一 相 值 起 示 所 输 方 程 的 一 
个 根 , 那 乞 对 于 每 一 粗 值 也 就 都 表示 方程 的 根 , 因为 每 一 个 间 枸 总 
EEKi] 中 所 给 方 程 的 根 还 是 变 成 它 的 根 . 
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在 以 上 的 珊 明 之 后 ， 更 在 可 以 来 叙 迹 用 根 式 解 太 程 的 基本 定 
Hi. " 


t Ò g FÒ èë aa ù ë k E e EE E TE ù E ù è k ë F ê E è b è G ë G ç A 


™ ù hE A è ē ¢ k č ù ë a č ù ë A A e 


这 个 定理 实 计 上 站 站 E 
相 诺 的 . Can ez, DÄI noe Seid hb Sange ge 
É, [ETEB ao 8 oi apo per, DI Ae H een, 
证 明 ， 利用 
Sa NYS a, 
我 们 可 以 使 (1) FiB AAA Se 
REIT K Eh a R, ps 次 等 等 的 单位 很 ,这 时 po pz; 
是 (1) 中 根 号 的 措 数 ， 这样 我 们 有 了 一 系列 的 一 个 接 一 个 的 循环 
正规 扩张 :它们 还 可 以 分 解 成 素 灵 数 的 扩张 。 一 旦 有 了 这 些 音 位 
祖 之 后 ,根据 $ 56, V = 的 深 加 或 者 根本 未 是 扩张 ,或 者 是 一 个 纪 
RIK EEMI NV se 之 后 , 紧 跟 着 就 添加 所 有 上 与 a Ären 
TRH P AAR, 它们 或 者 不 是 扩张 ,或 者 是 素数 次 的 循环 扩张 ,这 
都 就 使 我 科 作 出 的 瑾 对 于 了 双 站 烙 是 正规 的 。 最 后 靶 过 一 系 到 的 
HESI IE: 
C2) ` KCAT + TAs 
LN AREARE Ah Beas PES AHE ORAA AREARE tat 
减 弱 为 : 城 的 特 年 永明 现 在 合成 因子 的 阶 中 ， 
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得 到 一 个 正规 域 4 一 身 , ERARE CL), RER Gei 的 一 个 
根 . 因为 域 避 是 正 检 的 ,所 以 它 包 合 fg 至 部 的 根 , SES, E 
aE fa 的 分 异域 N, 

SG kO kën Galois SS 对 于 域 的 叙 烈 2) A S 的 于 
Zen A: 
EH 5>626D.- D26., =Ë, 
SS Sektor AEAT, ARE Ri re. 
RPE Se EH HRH (ot 

BT Feu enn ro, 根据 $48, A— TRA op 
合 臧 春 列 ,在 同 构 之 下 富有 相 闻 的 合成 因子 ,只 是 次 序 可 能 不 同 : 
{4} > GD0DMmD- DHD e LDG, 
SX TK 的 Galois FAZ @/ 邹 ; "ERR 

5/9 D 9/9 D 9$/9D-- 3 D/D =g, 

REBLE CS 47), BEKAF S CH 中 相应 的 因子 网 构 , 从 
谭 也 是 素数 叭 的 循环 邓 。 这 就 证 明了 定理 的 第 一 部 分 . 

为 了 第 二 部 分 我 倍 先 来 证 明 

SIS. d 次 单位 根 d 素数 ) TAR EE RRR” CRT 可 


Fa Eé 

因为 对 于 a 一 2 RARER CORAN + 1 根本 是 
” 有理数), 所 以 我 们 可 以 假定 对 于 比 & 小 的 素数 精 莘 已 得 证 ， 根 据 
555, 7 次 单位 根 的 域 是 循环 的 ， 次 数 是 4 一 1 的 因子 ， RHE 
4 一 1 分解 成 染 因 子 ; g 一 1 一 pi- pr, 那么 就 可 以 通过 一 系列 
ps 次 的 循环 扩张 作出 所 要 的 域 。 我 们 首先 添加 pi 次 ,:--, p, 次 音 
PR, EHARA BUE EHE RRR ERAS, SERT pu K 
环 扩张 应 用 5 56 的 定理 ,这 样 逐次 漆 加 的 域 的 生成 元 就 都 可 以 用 
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根 式 圾 示 ， 其 中 出 现 的 万 程 各 一 ae 一 0 一 定 是 不 可 绝 的 ,否则 域 
的 次 数 就 不 能 等 于 p, T. 

现在 我 们 能 够 来 证 定理 的 第 二 部 分 ， 褒 了 是 fx) 的 分 裂 域 ， 
GO. 3, =6¢6 BR X TK GI Galois SS pt rb 
a. Jett ap RA: 

KC AC one Ay Ae 
其 中 每 一 个 对 于 前 一 个 域 都 是 正规 的 且 是 循环 的 .如 果 o, ea- 
是 在 这 个 系 到 中 出 现 的 相对 次 数 , MARPEM g Ksg K, er 
单位 根 , 根 据 引 理 它们 可 以 用 不 可 丢 根 式 表 示 。 于 是 根据 $ 56 的 
定理 , A, An A 的 生 咸 元 都 可 以 用 松 式 表示 , EHARA 
{E x” 一 a 一 0 或 者 是 不 可 物 的 ,或 者 是 完全 分 解 (§56 最 后 ); 在 
后 一 种 皇 形 ,相应 根 式 的 添加 就 是 多 全 的 ， 这 就 完成 了 证 上 月 . 

如 果 有 一 个 次 数 4 等 于 域 的 特征 p Atim 2 是 不 对 的 ,下 
面 是 一 个 例子 : “二 次 的 一 般 方 程 ”x? 十 ur 十 v = 0 Cu, v ERD 
到 特征 为 2 的 尝 域 中 的 不 定 元 ) 是 不 可 移 的 与 可 分 的 ,并 且 在 添加 
全 部 单位 根 之 后 仍然 不 可 和 绝 ， 深 加 一 个 奇 次 数 的 不 可 葛 印 粹 方 程 
的 根 不 可 能 使 它 分 解 ,因为 这 样 得 到 的 域 是 奇 次 的 。 mm tr 
次 根 也 不 可 能 使 定 分 解 ,因为 这 时 域 的 简 简 次 数 未 变 。 因 之 ,这 个 
AETR a RER, 

应 用 . 2,3 EE TE 
THR; 这 就 发 明了 为 什么 2, 3 与 4 次 方程 能 能 有 解 的 公式 (在 
$ 59 中 答 出 )， 5 个 以 及 更 多 交 字 的 对 称 便 不 再 是 可 解 的 CS 50), 
并 且 我 们 朗 将 看 济 , 对 于 每 个 次 数 都 有 以 对 称 全 为 春 的 方程 ;因此 
对 于 5 次 以 及 5 次 以 上 的 方程 油 有 解 的 一 般 侠 式 ， 只 是 某 些 特殊 
的 却 程 (例如 分 国 方 程 ) 寺 能 用 根 式 解 . 

掉 荐 可 解 的 那 种 域 或 者 方程 称 为 亚 循 环 的 ， 有 了 时 友 也 称 为 亚 


. 2 


循环 的 (也 喜 是 可 解 的 ), 
§ 58, o BEIS 


(1) sen 一 aT 十 Mar 一 十 二 【一 pe 一 0， 
che a … ,xn 是 添加 到 基 域 K 中 的 不 定 元 ， 如 果 它 的 要 
en, rn ren 那么 就 有 
m = ër 十 to 
se = ës 十 seg E tta F Spete 
Ha HR" " "Ge, 
我 们 把 一 般 方程 (1) SBPA, EEEREN 
xz os 因而 它 的 系数 是 这 些 和 不 定 元 的 彻 等 对 称 栈 数 : 
ge 
62) | = Le ala — x) kE Sal = O, 
F= a t ere E tys 
Fa = w rx tte E aus 
Ga T KRR CH 
ATE (2) EAEL ER TIR Ks ta da) 的 Galois Æ 
是 r HEMER pro, AAAA KC, 
errs Xa) ÉJ A MEPER RIR SE oy,… ,5;, 从 而 域 Kin, 
Fa) HARIN, 因此 o, xs REAR AR eE 
kt E DEIER SR SS T Ke, -5,), 志 就 是 ,x， 的 每 一 个 对 称 
PHE T $ 29 中 “对 称 画 数 基 本 定理 ”一 部 分 的 一 个 新 的 证 明 , 
S 29 Eet de 
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RE trta Ca) 成 立 , 也 不 难 重新 州 明 。 假 识 
Lei, ess Ga) = ËU Äis, Aas "ere Atat t Ea) = 0, 
MAHIR n EE E we AT Al Er TERRA 
F Bac, Dupes rr, Dm: Ua zs: D 
或 者 Tan, ao) = 0; AIH F ARTE, 
内 了 唯一 性 定理 推 知 ,对 应 
fm, "a tin) —> Oy del 
RE, ME Klas sel P Elo, y gel 的 同 
构 。 EPAI in R R Kla, al Pio, rs Gel 的 
m, 4ER $ 38 dE aI Klo el 与 
Kiers ttt xo) RIR REE o; PRAJETE vu 但 是 eu 是 可 
HAERE, MARIE o; 变 到 x;。 这 就 证 明了， 
Kors tta va) S Klen + 1), 
AARTE AAR PARCO ERRA LA eE 
(1 上， 特别 地 ;我 们 有 : 
TRATE EAR. EA TIREI Ki, t ,tn) 的 Galois 
TENGE. hä n). 
Ar 


apen, En En 2 FR: ER A, H 
hä A FE 2 KA, E EE, REEE, ETB S, 
保持 不 变 的 两 数 生成 ， 如 果 K 的 特征 不 为 2 那么 差 积 


TI C = yD 


E 


* ZB" 


就 是 这 样 一 个 画 数 , 它 的 平 太 是 方程 (1) 的 和 制 别 式 
D 一 ID (oi — mb, 
HARER, A ad 的 多 项 式 ， 域 4 就 有 以 下 形式 
A AND) 
IT n > 4, FU, 是 单纯 的 (8 50)， 因 之 
(33 7 S. DDE 
是 合成 从 齐 ， 由 此 可 此 , 当 s D> 4AA 5, EAA ARR Mi $5745 
Abel 的 著名 的 定理 : 
”对 于 "> 4, n KARETA IRRE, 
HT a= 2 5 a = 3, (3) 中 含苞 因子 是 循环 的 当 = 一 2， 
有 A, = E; 当 n 一 3, 因 子 的 阶 为 2 与 3， 对 于 5 二 4, ARRA 
为 
S: DWDD} DE, 
这 里 G E “Klein BAR” 
{1, C12)C34), (13)C24), (14)(23)}, 
3 是 它 的 任意 一 个 2 阶 子 曹 ， 合 成 因子 的 阶 为 
2,3,2,2, 
我 们 在 下 一 - 节 即 将 讨论 的 2, 3 与 + RARA AETIA 
Fans, 


§ 59. kk Du bf 


按 一 般 理论 ,一般 二 次 方程 
x 二 prt+g=0 
的 和 解 本 以 通过 一 个 二 次 可 式 表 示 ; 这 个 二 次 根 可 以 取 ( 才 大 上 一 节 
HREJE v xi DIS EH 
ai e VD, D = p — 4g, 
w 729% 


Hh 
ṣi E t S= P 
朗 得 熟知 的 公式 
-e+ yD E 
， 2 2 
这 里 当然 假定 基 域 的 特征 异 于 * 2. 
一 般 的 三 次 方程 


zZ + ag + ag t a= 


Do 


Ka ~ 


HARE 


可 以 变 成 

和 十 pt 十 日 = 用 
的 形式 "0，《 稻 应 于 前 一 节 的 一 般 求解 的 理 葵 ,我 们 假定 基 域 的 特 
征 不 是 2 与 3.) 


按照 合成 便 列 
SDD, 
我 们 首先 漆 加 根 的 盖 积 : 
( 一 raa — a) Gea — a) = VD Ai Diet 
(参看 5 29 RR, Aas 0, m= p, a= éi, WEER 


O AWD) 方程 对 于 这 个 域 的 尾 为 G, ER 3 MEERE, sz 
的 一 般 理 褒 我 们 首先 溧 加 三 次 单位 根 ; 


1 1 1 1 
1 一 一 二 十 一 /一 一 : 一 一 一 二 一 3 
CL? p > 2 , Ø > 7 > 


1) A8 H Brit KEU FERRA D H TAA 
si a’ + a E a 


RARETAT. 
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然后 考 卡 Lagrange HAES: 
` CL, ais r + r t x3 一 上 0， 
ER (Lo, sais mort Gs 
Lei, w) = t t pxz t or 


Et eu ERR A 2 VD 有 理 表 出 。 直接 计算 
nih: l . 
(esx) =z tat 

+ 3pxix;, + 3pxłx; T 3øxix 

+ 3px + KT WERT TSG 

十 Gxlxary, 
zA o 5 a E a aa A G) RAHE 

VD = la echten — len za) 
== ir, 十 xix; d- ria 一 xi 一 ei 一 xaxt 
Se 
Lo, aY = Exi — = 五 xixz 十 x1xaxa 十 V3VD. 


其 中 四 更 的 对 称 画 数 按 $ 29 nt DR ëlo, os 表示 ， 


ERER FEDRA T. 我们 有 
een = Fn t 3 Eria + Gaga = OU. di = D. 


Q 9 27 
es däi == 一 Sarir — Estate 一 0， 央 on = 3 
27 y — Zi ZT 
eme a = 一 一 一 == er ë m 
Pé EA? 2 
Bxi 一 Z Axiri + xiy = 一 之 Eë 


因 之 
(o, ell 一 -Hg + V3VD, 


= Z301“ 


同样 地 
P, n) ~ iy- 3y D, 


EE l, #1) 5 C a) HETER; M E 
(o, site, to = A E a t ai t Co t o e 十 
+ + aers Fotos 
= xi t i t i ear KL 一 
= gi — 39 = — 3p, 


PRPA RER EAA 


(3) (P, x1) = J- Ze d: 3D, 
， 3 一 一 一 
(e, ai J-2 -2 E 3D 
(Giel E EE 
(+) Le, ai: Ce, ais 3p, 
为 了 算出 根 vis x2, va 我 们 对 方 穆 (2) 分 别 乘 以 叙 列 1 1,1; 
1, > p; ls Ps P’, AADIEDIS: 
3 x 一 之 ， LC. suis (e, alt Lei, zi 


(5) EE D GOU, D = pp, x1) + plp?s x1), 
È 

了 x = Kä CLC, x1) = pP, au) 十 gie, zl, 
E 


Asa, 4), (ORE “Cardano PHRAS”, B'EMI EIS, 
可 知 , 它们 不 仅 对 “一 般 的 ”, 同 时 也 对 每 个 特殊 的 三 奖 方 程 成 立 . 
Sepp, AERE o, 4 所 在 的 薪 域 是 一 个 实 的 数 域 下 , 那 冯 有 两 个 
可 能 的 情形 : 
a) 上 方程 有 一 个 宪 的 利 山 个 共 园 的 复 根 。 于 是 eneen alles me? 
SSES, Lm nn, Si YY 一 3 了 Ra, 在 (3 中 作为 (py zi 我 
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们 可 以 选取 一 个 宪 的 立 睛 很。 根据 C4) Lei, #1) 也 是 实数 ;5) 中 第 一 个 公 
PRH Aen 是 两 个 完 的 立方 根 之 和 ,而 sn 与 2 ERA R. 

O 洁 程 有 三 个 实 根 。 这 时 ;YY 厂 是 实 的 ， 因 之 ,天 0。 在 呈 一 D 时 
(pp Aen, 情 六 与 以 上 一 样 ; DDR, 《3) 中 天 立志 起 下 面 的 多 就 是 
虚数 ,于 是 在 〈5) 中 三 个 ( 实 ) 数 披 吉 成 虞 的 立方 根 的 和 ,也 就 是 ,不 是 实 的 形 
式 . 

这 个 情形 是 所 髓 的 三 次 方程 的 “不 可 物 情 形 *， egen, 在 区 个 情 
形 ; 态 程 

xi t pe tgi 
P TRE SERER ER, E E ER Ge, 

BFE 十 px a= DÉCKE RRRA ER my = en, 我 们 
HERM DD。 蓄 时 方程 不 可 能 分 解 ( 因 为 在 最 高 是 二 次 的 域 站 (YY 可) 中 不 
可 能 有 不 可 和 蒋 三 次 方程 的 根 ), 而 它 的 他 将 是 A. BEWEER 
列 实 的 根 式 之 后 修 解 。 这 里 想 式 的 指数 当 只 可 以 天 为 是 素数 , 那么 在 这 一 申 
Sint JE rb AKTE e LA REO EI éch A hënn Ad 之 后 方程 
ënn EE AP ELETEN. $ 556, ab — e TE A hRTE RR 
a RARABI A RKA, AAEE DIER, TR a RISER A KRBE 
BREA M, TÆN a HTE EEE. Di A e BT RS, 
域 A as ) WRR A, REEE, AA DEE — AE A RRAK 
E a terte = 0R; 因而 被 3 整除 ;于 是 4=3 H A eise Ale). 
Gite Ala za za) SIE A WAA A: 四 之 A a) = dis, a 
s). EERI AN a) 是 正规 的 ， 所 以 它 一 定 包 售 Va HARTE oy e b 
PY a ;也 就 包含 单 性 根 p 与 Pp?、 这 样 就 得 出 了 矛盾 ,因为 域 4(3 4a) 是 实 
的 > gn Zäre 下 是 . 

RAMKA 
sl + ma + aa + m Lous O 
tT ARE tet 
z = g — — A 
ge 
xt 十 p t ge t rO, 
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ENTEREZA] 
, = We ee Ds ee 
A ok E 
ACA DI Ac Ac E. 
仍然 发 和 的 特征 Æ 2,3, TERES, HENA H D ERGE, 
域 4 可 以 由 ACV D) RRR, AERE D, 的 代 换 
PRIRA EARR IL, BRE RERE a sR E 
B = (xri 十 ra H sai, 
Sr See EMS AR B, PIRR e E al. T EAT 
P, 
(12), C34), (1324), C1423} 
也 保持 它 不 变 ( 这 些 代 换 与 3 合 在 一 起 成 一 8 NAR 它 对 于 
AR ZTH., EP S, PEREA, Dn 
B, = (s 十 rl ts, 
= Cx 十 ala 十 p 
eg = (r, + sites + zy). 
Enne TERKA 
(6) 6 一 hF + Së h = 0 
BR, HE a E A, O, EE E 
而 | = B+ ;+ A; 一 Err 一 2p, 
h = 20,9, = Iriri + 3ExIx2x; 十 ÓY 
h = DSP. = xix2v3 十 2 rixa 十 
+ 2 Ësisäei 十 二 五 Tea 
Š, Pë RI Di e DIE AE dis Gas Oa, G 表示 我 个 
有 (5 29 的 方法 ): 


1 p34’ 


G} = E sit 2E ear + Gxrixrerars = p*, 
Offs = ZE zärarn + Aeuxerare = D. 
一 Za 一 - 一 toa 十 一 4r 
bs = AE + ÄÄirätrara-k Druakata = p 一 4r: 


GTa; = Trlrlrs 十 AÄsfretap tt 3E rixixd + BEririrar = D, 


一 ha = ease 一 Ais än = 0, 
- OË = = Eriet] — 2E ririrari = — of 
bs = Txtrirs 十 2Dr]raxrsrat lE ririri y AE ririri se — g, 
GER CHE - 
(7) 2p t lAr H aI, 


这 个 方 径 称 为 4 次 方程 的 立方 预 解 式 ; ER e, e, 83 可 以 按 
”Cardano ”用 根 式 表示 ， 每 一 个 母 都 有 一 个 从 阶 的 你 保 拓 拖 不 变 ; 
保持 这 三 个 都 手 亚 的 只 有 有 B, AT 
Ke, e, 8,) 一 A,, 
| A, 由 诬 训 一 个 泡 坏 得 出 ， 这 个 元 素 趟 补 3 中 全 部 置换 
FRETE, KE Fmi) 单位 元 素 与 起 换 (12) {34) 保持 不 变 . 
r 十 x2 是 一 个 这 样 的 元 素 。 我 们 有 
Loiteitzckznirc, 与 Catr t Cet, 
由 此 得 
3 十 xz 一 dE: not a = zw Di, 
BPA 
se 十 4 一 BECH a t d 一 — y — 8; 
at u = dÉ as Lens OA 
AEAEE EE EE 
d BB La E rnt site H si 
一 Stat rrt xat x) 十 rrr t xara 十 rixa t rares 
= gilr, + r t xs 十 zi + Frrr 


== E rix = 一 f.a 


e 239 e 


为 了 起 降 天 多 或 者 后 及 上 上 升 到 了 ,我 们 恰 需 要 两 个 二 次 无 
理 式 ;因为 B 是 4 阶 的 并 且 有 2 MFE, PEE, *; 可 以 由 三 
个 元 素 B CHHIPA ERA T A HAE; A 

Eeer 
2x == V 一 Bi 一 V—@ — vV — Ba 
2x = — y — 0 + V 一 和 一 一 9， 
Zen 一 NÉI V+ 一 名。 

这 就 是 一 般 的 四 次 坟 程 解 的 公式 。 由 推导 过 程 可 知 , 写 对 每 

个 特殊 的 4 次 方 程 也 成 立 ， 


Gë, 由 
9, 一 @, = (ec x) [xz 一 zl, 
9, 一 9; = — (xi — d eg a)y 
日: 一 Q; = — Ixi — xz) lx; Sal 


可 见 , aA ARERR ARSE T IRD RRA PAA AARE 
IMA T ERFAREN, AAMT HA 4 ARESA 
的 一 个 简单 方法 ;我 们 不 难得 出 : 
= 1l6pr— dëi 128p r-H 144pg r — 27g t 256r, 

习题 。 1. -TREMER AERA E Al EC EE, dck WE 
与 四 元 全 Vu DHACHDMPS E. 

2. 决定 方程 

DE EE EEN RER 

Gu, [PH 5 52 习题 3 以 此 上 面 的 习题 1.] 


$ 60. -圆规 与 直 太 作 图 


RHEE RAE: 一 个 几何 作 图 疝 题 在 什么 时 候 可 以 用 较 
Wäi 
D 关于 这 个 商量 的 历史 最 好 天 看 A D. Steele, Die Rolle von Zirkel und 


Lineal in der griechischen Matheimatik (FE Ap BASERA 
Qnellen und Studien Gesch. Math., A (1936), 287, 
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假 误 已 知 一 些 初 等 几何 的 图 形 (点 ,下午 或 者 略 )。 间 题 叉 是 ， 
满足 什么 样 的 条 和 件 , 就 可 以 由宇 们 作出 男 外 一 些 图 形 . 

对 于 已 知 的 图 形 , 设想 已 引入 一 个 直角 化 标 对 .所 有 已 知 的 
TERI DR Cake) 水 表示 ,要 作 的 图 形 同 桩 也 用 数 表 示 ， 如 
困 我 们 能 作出 后 面 这 些 数 (作为 炎 段 ), 那么 胆 题 束 解 决 了 ，。 全 部 
DIS Den on äs TER, Sa, b, Rp 
ES, e ERTER, 

REEL et KEE d 

DS? x KEE Dages, 5," RAA 


AEREE 

Ek E EE EEN 
的 复数 p 十 这 搂 熟 知 的 方法 用 一 - 张 平面 上 直角 坐标 为 a 的 点 
来 表示 ,而 所 有 要 作 的 运算 都 用 平面 上 的 几何 作 图 来 活 更 . 实现 的 
FEMER IERE AE Steeg SEL EES E 
dengt: A EEN "tr RE P1, 9:* 寞 是 r ra 
么 乘积 的 王 角 与 模 p, EL E 

om — Ok ës 与 r= nn 次 者 iins rat: 
来 爸 造 ， 队 法 又 是 它 的 省 运 算 ， 最 后 ,为 了 计算 一 个 模 为 +, EA 
为 的 数 的 平方 根 ,由 方程 
9 一 29p 或 者 4 一 二 9 


与 
r == ri SZ lin = rir 


就 作 田 要 求 的 辐 芍 p J rn. 因 之 所 有 的 运算 全 归 稍 为 圆规 与 
(Get eebe? 
这 个 定理 的 道 也 成 立 : 
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JmEasgt * oi Debt, geg, b, … 用 立 规 与 直 尺 作出 ， 35 


2 Se, A, KA a I FARER, 

ATERRAR, RPDA R TEB IEPA EM 
SAEF CPA : ERARE EERE R AR 
作 一 直线 , 作 图 ,最 后 是 求 两 条 直线 ,一 直线 与 一 圆 ,或 者 酒 个 赎 的 
ETH 
Sg Fb deke 5, LEPRA MEIRA, 如 果 在 一 
区 域内 要 任 取 一 个 点 , 鄂 么 总 可 以 假定 它 的 坐标 是 有 理 数 . 其 余 的 
FA RAREN ESERE SAKANAREN, 
而 最 后 两 个 是 解 二 次 方程 ,也 就 是 开平 方 根 ,这 就 证 明了 定理 , 

我 们 还 需要 考虑 以 下 这 御 情 絮 , 部 对 于 某 些 几何 问题 , 关 趟 是 
要 求 对 于 每 一 区 特殊 给 定 的 点 找 出 一 个 作 图 法 ， 而 是 要 求 一 个 一 
, 般 的 作 图 法 , 它 ( 在 延 当 范围 之 内 ) 闪 给 出 并 题 的 解 。 从 代数 的 观 
点 来 说 就 是 ; 要 和 葵 出 一 个 圭一 的 公式 ( 它 可 以 包含 二 次 根 式 ), 瑟 对 
于 在 适当 范围 之 内 的 a, b, … 的 所 有 的 得 都 答 峡 一 个 有 意义 的 
解 x， 写 适 台 这 个 几何 半 是 的 方程 。 或 者 也 可 以 说 成 ， 当 已 知 元 
Fa, 5,-…* 用 不 定 元 来 代替 ,决定 * 的 方程 以 及 解 方 程 所 由 更 的 
二 次 根 式 等 等 仍然 是 有 音义 的 。 苹 如 谢 , 用 图 各 与 让 尺 能 不 能 三 
等 分 角 就 是 一 个 这 样 的 问题 ,利用 关系 

cos3P 一 4ecos 丰 一 3cos 有 ， 

STE Duer ee 
(1) Ae? — 3x =a Lo = cos 3p), 
这 个 问题 井 不 是 谢 , 对 于 a 每 一 个 特殊 的 入 用 开平 方 来 求 方程 (1 
的 一 个 解 ,而 是 脱 , 方 程 (1) 是 否 有 一 个 解 的 公式 ;这 个 解 的 公式 对 
于 不 定 元 a PHBR, 

现在 我 们 已 楼 把 用 因 提 与 直 尺 可 构造 性 的 几何 间 题 化 为 下 面 
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这 样 一 个 代数 于 题 : 在 什么 时 候 元 素 * PAB BAIC s, E 
通过 有 理 运 算 与 于 旋 根 表示? : 

这 个 加 题 水 难 回 答 。 裔 贸 是 已 知 元 素 s, b,- RARE 
域 ， 假 如 x 可 以 由 a, b, 多 有 理 运 算 与 平方 根 表 示 , 那 么 * 必 
然 属 于 一 个 由 匈 多 过 有 限 多 次 添加 平方 概 所 得 的 域 , 这 个 域 也 就 
是 称 过 有 限 多 次 2 欢 扩张 得 到 的 。 如 果 我 们 在 每 添 匣 了 一 个 平方 
根 之 后 就 把 共 否 元 来 的 平方 根 也 滔 加 进去 ， 这 毕 扩张 仍然 是 2 次 
的 ,那么 就 得 到 一 个 交 数 为 2" 的 正规 扩 域 , 它 包 仿 x， 因 之 : 

IREE x 可 以 用 圆规 与 直 尺 作出 ， 那 么 数 * 一 定 属于 界 的 
TI 2 KERT R. 
”这 个 条 件 也 是 充分 的 ， ”因为 2” 次 的 域 的 Galois SR 2” ir 
的 ,而 每 个 阶 为 素数 敌 的 侍 是 可 解 的 ($ 48, 习题 5)。 因 之 有 一 合 
成 华 列 , 定 的 合成 因子 全 是 2 阶 的 ,根据 Galois 理 询 菇 本 定理 与 之 
对 应 有 一 域 链 , 其 中 每 一 个 对 于 前 一 个 都 是 2 次 的 。 2 次 扩张 总 
可 以 岂 添 加 一 个 平方 粮 得 出 ;因而 元 素 * 可 以 用 平方 根 卖 示 . 于 
是 精 论 得 证 . 

寺 于 一 些 十 典 的 山 题 我 们 来 应 用 上 面 一 一 般 的 定理 . 

Deli 的 们 立方 的 问题 ?化 成 三 灵 方 程 

2 一 2， 

根据 Eisenstein 御 别 法 它 是 不 可 役 的 ,因而 它 的 每 一 个 根 生成 一 3 
灾 扩 城 ,但 是 这 样 一 个 域 下 可 能 是 2” 次 域 的 子 域 ， 因 之 倍 立 方 的 
问题 不 能 月 圆规 与 直 尺 解 . - 


D 关 陡 这些 问题 的 历时 我 个 基 从 Archimerdeskommentar des Ewtokios 知道 的 ， 
SS Th. Heath, History of Greek Mathematics I CS Ei D D, 
zH—270, EES B. L. van der Warden, Ontwakende Wercaschap 
(AEE), 180—185 (Groningen, 1950), 
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我 们 已 码 看 到 ,三 等 分 角 的 开题 化 成 方程 
tx? — 3x — a = Ü, 
这 里 a ETERN, ATARE & HAHA rt, AREA 
WAE PY DIE EK A — AAR a A EAT MA E — ERAR a 
是 整 有 理 的 因子 ;但 是 当 a RRE ARREA AAE, E 
一 定 是 不 可 和 鹊 的 . 于 是 和 上 面 一 样 ,三 等 分 和 外 不 能 用 图 规 与 直 凡 
tE, 
刀 果 我 们 在 ax = cos 3p DIE EHA LARE IRK 
d sin Zo 一 AC 一 cos 39), 
+R 
y= cosp t ising 
的 方程 ,三 等 分 角 的 方程 就 具有 在 代数 上 更 为 清 杏 的 形式 。 事实 
上 
{cos 中 + isin py 一 cos 3g + rain Zo, 
Bp 
» = B. 


由 复数 的 几何 意义 也 很 容易 把 角 3g 的 三 等 分 天 置 化 成 上 面 这 个 
纯粹 方程 . 

IER ett vr E, ”如果 我 们 证 明了 根本 不 泛 
合 任何 代数 方程 , TRIER, 忆 是 超 直 的 ,那么 这 个 问题 的 不 可 能 
性 就 鞭 明 了 ;因为 * 不 属于 有 理 数 域 的 任何 一 个 有 限 扩张 。 至 于 
这 个 址 明 ,不 属于 代数 的 范围 ,可 参看 G. Hessenberg 的 书 . Trans- 
Senden von e md we 与 + 的 超越 性 ), 

在 狂 定 面 周 认 正和 多 边 形 的 作 图 在 IFE DH CS 


2 cos = ZC LC 


的 构造 , 其 中 过 未 次 原单 位 根 。“*  DHra3Rlsëën Galois. 
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Sub 5E -> 人 保持 这 个 元 素 不 变 。 从 而 它 生成 
-TRE PID weer, E e SCH, 
因而 也 就 是 era) 是 2 的 震 ， 对 于 五 一 200 ah (gi 是 奇 素数 ) 
有 ' 2 
(2) get EI = gg — 1 1). 

(在 > = 0 的 情形 第 一 个 因子 没有 ,) 条 件 就 是 : 奇 肃 数 因 子 在 中 
只 能 出 更 一 次 方 (v, 一 1) 着 且 对 于 每 个 在 # 中 出 现 的 奇 素数 di 
ër o, — 1 HAE 2 og. ré E ES. rar 此 有 形式 


一 


gf 一 2 十 1 
具有 这 种 形式 的 素数 是 哪 一 些 ? 
k 不 可 能 丢 奇 数 靖 盖 工 整除, 因为 由 
k= v, PAR, nz) 
就 要 推出 , (2")* + 1? + 1 ER EN H 
AZn k= 24 与 
; 一 28 LL. 
A = 0, 1, 2, 3, AREE, 即 
3, 5, 17, 257, 65537, 
峙 于) 一 5 以 及 一 些 更 大 的 1(《 罕 蜗 多 少 还 不 知道 ), 2 十 1 不 再 
是 素数 ;例如 2” 二 1 有 因子 641. 

AE k BRE 2 的 关外 最 后 包 语 素数 3, 5。17，…， Di 
MAE 4 DEETAN (Gauss), 我 们 在 $55 PERNT 
17 ERP. 3, 4,5,6,8 与 10 SAJE E EE E RA AS, 正 
7 与 9 边 形 就 不 可 能 作 轴 ， 因 为 叱 人 引导 到 6 六 分 贺 域 的 三 刀子 


H, 
AT. R; 三 次 方程 
二 pr 二 4 二 0 
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A 


rat, SET DIS R cr Br 1 


D vi (in — A 变 成 Fa DR LEI, AAR, vi 从 而 
oe 属于 8。 反之 亦 然 。 因 之 Galois 5% 0 AHMAS, Rn 
a, 

这 个 决定 Galois FAAET ERN — MERTER LESEM eNi 
Sek: 

GE E ERNER geen EER d, Sr 


| 
vg e +» o aw wa wk www nn nn wn sw 
站 
LN WO 0 WE WE NO WE 


证 明 . 根据 $ 26 
F(s, ai = T Le — tað) 


TE als, u] HEA Ere Frs 其 中 Fi EAR RR gt AUR E Rp, u] 
EI EHE Dt, wl 郎 得 
F(a, wi = Ffrog. 

AF F AERA iA A g PERE A 变 到 自身 ， 愉 而 把 
Fi PEA d 其 余 的 H ATAKE F aE pi Fas 机 En, H HEBE EN 的 一 
全 不 可 煌 因子 变 到 自身 ， 因 而 不 能 抬 责 se E, Fes HEI Fi 变 到 上 自 
和 几 , 这 就 是 说 , GR ont 

Zeene o, 特别 地 ,我 们 时常 是 这 样 选择 理想 
D RS (e) Së p 可 分 解 ,于 是 f ée 0 Si Hee Ken, Wai R 
WEE p= (P), p Ess, 设 fx) H r Eo.: 

Fe) = plepi) Patt) Lei, 
由 此 得 
7 = Prop, 

Fe em I ERIR, HA Galois 域 的 和 同 构 全 总 是 循环 的 

($40)， 宽 了 的 生成 团 换 s Sr 
GESEIS 

HA% g 的 可 主 区 域 恰 好 与 了 BITRATE, gie (12e f), 
G + l; =e) 让 出 现 的 号 克 一 定 恰 好 分 别 地 与 名; Po e RHS., AZ 
— HARE I Fb Pr DAC Er, E TÆER — 的 类 型 就 知 和 省 了 : * 是 由 
一 个 于 项 ;一 个 不 项 轮换 组 成 。 根 据 了 上 面 的 定理 , 在 根 的 适当 糯 号 之 下 也 


DEER 


”是 9 的 一 个 子 夺 ,所 以 9 一 定 也 包含 一 个 相同 类 型 的 置 搁 ， 

例如 ,假定 一 个 5 次 的 整 订 数 多 项 式 模 一 个 北 数 分 解 成 一 个 2 次 与 一 个 
3 Ae At ERR Galoi HD EEDA (12) G15. 

例 ， TERESE 

vi — Es ] =Ù, 
TEE 
Lei Asti E a 

GE EE EE 
ai 一 上 有 一 个 公 因 子 (§ An, 习题 en, D ba AR 一 * SR 5 十 * 有 及 因子 ， 
这 显然 是 不 可 能 的 。 关 之 它 的 合 包 含 一 5 EDER (ia (ene, 后 
面 这 个 督 换 的 三 欢 广 是 GO; 用 (12345) 以 及 它 的 需求 变换 (A) RI, 
F (7, (4e), Ga), Gr fett, 它们 全 起 来 生成 对 称 登 ， 因 之 天 9 
是 对 称 的 . 

基于 下 面 的 害 香 ， 我 们 可 专利 用 上 面 扣 到 的 事实 来 迁 任 音 次 数 的 方程 ， 
Ruden, mn. 如 果 一 个 deg 


KN 时 站 NL NO ŘE g 


- em. STE 一 1 TC (12-e# — 1), MBETI, LARA (er 
EE (kr), E kl Eje 一 1 中 的 一 个 。 用 (2…# 一 1) 及 及 它 
PRRI (Ae) BUSE (a), (ni, (2 一 1 区 ,它们 合 起 来 生成 对 称 
SH 
3I TRAA e de o RAY Ca > 3), Sitë temp, bere E 

HABE DR mr REAA E, Gë SE h 它 模 3 分 解 成 一 个 
— 1 深 与 一 个 苯 性 不 可 税 因 子 ， 最 后 表 联 一 万 次 多 基 武力 E S 分解 成 
一 个 二 次 因子 与 一 个 或 两 个 奇 次 因子 (机 5 对 蚌 不 可 和 蒋 的 ). DOS te 
有 性 党 次 的 不 可 物 和 多 项 式 ; 所 以 上 面 这 些 和 多 便 式 总 座 取 竺 I$ 40, 习题 办, 最 
后 选取 了 使 

f = hlmod 2), 

ZC LLmod 3), 

ZS himod 5), 
这 一 定 是 可 能 的 ， 艾 如 ,可 以 到 

{= — 15h + 10f2 + 53. 

它 的 Galois REH EAA AAT AERA 2 ETAR AS ENA 
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C12 … 一 1) 的 输 换 皇 且 包含 一 个 二 次 井 揽 与 奇 项 输 措 的 逆 积 。 把 这 个 入 
RENE SPARTAS PREA — AREA CC ees, 于 蚌 控 上 面 的 定理 
它 的 Galois St REN. 

用 这 个 态 法 我 们 不 但 能 讨 阴 上 筷 有 对 称 信 网 方程 的 存在 ， 还 能 进一步 得 
到 ,在 全 体 了 柔 流 不 程 过 上 界 NN 的 整 洒 数 备 型式 中 ; 妆 NN 臣 向 吕 时 ， 几乎 100% 
HEHREN, Sg B L-e van der Wacrden, Marh. Ann., 109 (1931}, 
IER 

Ee WEE EE Ee NEE e 
TEAREN: Arae E. Noether, Gleichungen mit vor- 
geschriebener Gruppe (L8Aesebtrsoy ici, Math. Aen, T8, 221, 

习题 。 1. Ze 

x+ 十 2t3a 十 zx 十 3- :1T 

的 悚 是 什么 (对 于 有 理 煞 域 )9 

2， 作 一 个 县 为 对 称 可 的 5 次 厂 程 ， 


TIE 
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每 个 域 事 可 由 人 飞 的 至 域 径 过 有 限 的 或 无 限 的 扩张 得 到 ， 在 第 
TEMP LS: PI TE Re, eu Oe 
限 域 扩 张 ， 先 讨论 代数 扩张 ,再 讨 询 想 越 扩张 . 

所 考 肾 的 域 祁 基 可 交换 航 , 


§ 6， 代数 考 闭 域 


一 个 已 痊 域 的 各 种 代数 扩 域 当中 ,最 大 的 代数 扩 域 ,部 不 能 再 
zt 一 步 代数 地 扩张 的 域 ,由 然 具有 重要 的 意义 ， 本 节 中 我 们 将 要 . 
鲜明 这 种 扩张 的 确 存 在 , 

为 了 使 得 如 是 这 样 一 个 最 大 的 代数 扩 域 。 必 要 的 条 件 就 是 
0Q[x] 中 每 个 多 项 式 都 能 完 双 分 解 成 一 交 因 子 不然 的 话 ， 和 根据 
$ 35 还 可 以 添加 一 个 坎 数 大 于 1 的 雪 项 式 的 替 点 ， 将 吕 作 进一步 
的 扩张 )、 这 个 条 件 同 时 也 是 充分 的 ， 事实 上 ;如果 Olr] 中 的 每 
个 多 项 式 客 能 分 解 成 一 次 因子 ,而 Or 是 一 个 代数 扩 域 , 则 D 中 的 
每 个 元 过 满足 日 中 的 一 个 方程 ,因而 ( 当 我 科 把 方程 的 左 增 分 解 成 
一 次 因子 时 ) 满 足 全 中 一 个 一 次 方程 。 因此 这 个 元 到 属于 D， 这 
样 一 来 ,就 有 dr H. "mt. 是 最 大 的 代数 扩 域 , 

由 于 这 个 原因 ,我 们 定义 : 

域 O 称 为 一 个 代数 在 于 域 , 如 果 在 2[x] 中 每 个 多 项 式 各 能 


t +» 有 kọ č n 二 F 


HRPE EL T : ORARAA, 如 果 Ale] 中 


。246 ， 


每 一 不 等 于 常数 的 多 项 式 在 中 中 至 少 有 -一 个 堆 点 , 因而 在 Qfx] 至 
少 有 一 个 一 次 因子 . 

事实 上 ,如 果 这 一 条 件 成 立 , 那 未 当 我 便 把 一 个 和 多项式 分 解 成 
圳 因子 时 ,这 些 巾 因子 只 可 能 是 一 灵 的 , . 

§ 70 中 将 要 让 明 的 “代数 学 基本 定理 ” 嫩 明 ,复数 域 蚌 一 个 伐 
数 封 于 域 . 代数 扼 闭 域 的 另外 一 个 例子 ,就 是 所 有 代数 的 复数 ( 序 
潇 是 一 个 以 有 理 数 为 又 数 的 代数 方程 的 复数 ) 所 组 成 的 域 . 如 果 
一 个 复 煞 是 一 个 以 代 数 数 为 系 数 的 代数 方程 的 根 ， 那 未 正和 不 忆 对 
”代数 数 域 来 结 是 代数 的 ,对 有 理 数 域 来 设 也 是 代数 的 ,因而 它 本 身 
也 是 一 个 代数 数 . 

在 本 市 中 我 们 将 要 看 到 ， 任 和 给 一 个 域 P, 可 以 通过 芳 代 数 的 途 
径 造 出 一 个 代数 才 团 的 扩 域 .根据 下，Steinitz， 我 们 有 下 面 的 ， 


TREE, 每 个 二 P 有 一 个 代数 封 阴 的 代数 扩 域 加 ,并 有 


| 
KZ 和 
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为 了 证 明 这 个 定理 ， ACEN len, 
3l 理 1。 aE P 的 一 个 代数 扩 域 ， 号 为 代数 者 于 域 的 一 
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ENO RA 是 2[x] 中 的 一 个 多 项 式 ， 如 果 它 不 能 分 解 
成 一 次 因子 , 那 末 我 们 可 以 溪 加 一 个 零点 9 而 得 到 一 个 种 括 域 Q". 
对 刁 是 代数 的 ,耐量 对 P 是 代数 的 ,因此 a 对 P 是 代数 的 ,a 必 
E Pir] 中 一 个 多 项 式 g(x) HEA BAN, re) 在 8[x] 中 
分 解 成 一 个 因子 ,因此 a 必 是 8[x] 中 一 个 一 次 因子 的 土 点 , BD o 
必 央 于 全, 然而 这 是 与 所 裔 相 韦 的 ， 

BREZ MIE P 已 按 基 种 方式 良 序 化 ， 那 来 有 一 个 一 意 


EE EE date art 使 得 在 这 个 良 序 中 


| 


P o 我 们 定义 Plr] 中 多 项 式 f(x) 的 顺序 如 下 : 在 下 面 
的 情况 下 Fe < g(x): 
1. f(x) 的 次 数 一 g(x) 的 次 数 : 
2. Fr) 的 次 数 一 gtx) 的 次 数 ; 合 如 f(x) 一 aart kr E ges 
ste 一 Ae 十 -十 本 ;同时 对 其 一 足 数 无 有 
P = Bes e A 
a An GEP 的 良 序 中 ). 
这 里 ,和 通常 习惯 相反 。 我 们 贼 答 多 项 式 0 以 次 数 0。 EA, 这 个 
定义 答 出 了 P[*] 中 的 一 个 顺序 ， 至 干 避 是 一 个 恨 序 这 一 点 ,可 以 
斌 女 如 下 :每 个 非 空 的 多 项 式 集合 中 ,次 数 最 低 的 多 项 式 粗 成 一 个 
FAET, Da Een, 在 这 个 子 集中 , 首 项 条 数 m 在 了 
的 与 序 中 凡 现 最 早 的 多 项 式 又 成 一 非 空 子 集 ;而 在 后 一 子 集中 , 具 
ARTAS a 的 多 项 式 又 成 一 非 空 子 集 ， 余 此 类 推 。 最 后 得 到 
AT, MARERE mn 的 多 项 式 的 子 集 只 可 能 包含 一 个 多 项 式 《 因 
D aos a 由 历次 的 最 小 性 要 求 所 唯一 确定 ), 这 个 多 项 式 就 是 
所 输 集 合 中 的 第 一 个 多 项 式 . 
BES Gäert, ARENS oA 


多 项 式 fir) 和 7 个 符号 His r, **"a Gass ABA PI 以 一 意 地 造 出 一 


个 域 Pio, o Sé 并 将 其 良 序 化 ,使 得 (Cx) 在 这 个 域 中 可 


Eë 1H, 我 们 由 P = P, DI ZR RE DIAR Ais Œz, t*a Gas 从 而 


ARIE H bi Lef P, "Ps P. EH P, == Pla, "7 Aji) 已 


DEIER 


烃 沙 由 且 已 自序 化 , GmPSP,-,rtupn res SP, Sr 
Ëer age Di 

首先 ,根据 引 理 ?2,， 可 以 将 过 项 式 整 环 Pa[l x] RFI, 在 这 
ME, EER S 将 分 解 成 一 些 不 可 牡 因子 的 乘积 ,其 中 可 
能 包括 沙 干 个 一 次 因子 * — asr — a E gi， 在 其 余 的 
因子 当中 ,假设 ftx) 是 在 Pfx] 中 的 良 序 下 的 第 一 个 多 项 式 ， 
根据 $35, 我 们 可 以 把 aj 作为 f(x) 的 一 个 根 的 符号 ,从 而 作出 域 
P: 一 P(taj)。 这 个 城 就 是 所 有 和 


bp ei 
的 全 体 , Rp k EFAN fiC) 的 次 数 。 如 果 了 (wx) 是 一 次 的 , 于 


末 自 然 就 有 P; 一 P, 这 时 a 就 不 是 一 个 新 的 符号 ,而 是 f(x) 在 
dë 中 的 一 个 需 点 ， 域 P， TER Te EDER BIFE: 对 每 个 域 元 
SÉ E c 。 我 们 使 一 个 过 项 式 2 oa" 与 之 相对 应 ,着 将 域 中 的 
元 寄 和 相应 的 多项式 一 样稿 序 。 

显然 , PSP, im bus P; 的 一 个 截 段 , 

这 样 ,我 们 就 依次 地 造 出 了 域 P,P;，…:,P,, 苦 在 它们 之 中 
定式 了 奶 序 . 王 , 襄 是 所 机 求 的 一 总 地 可 定 交 的 城 Plasa e an). 

如 时 在 一 个 申 域 所 构成 的 有 序 集 合 中 ,每 一 个 出 现 


和 
| 
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Su EHE RAR a M B, 可 以 找到 两 个 域 8。 
和 和 3 分别 包 含 w 和 8B, 其 中 一 个 域 包含 在 另 一 个 域 之 内 ， 在 加 大 
的 那个 域 中 x 十 有 和 = :有 都 有 定义 ,并 且 这 一 定义 对 上 述 集 合 中 
所 有 世 合 a 和 6B 的 域 都 有 是 一 样 。 因 为伍 音 其 个 这 样 的 域 中 必 有 一 
个 域 是 另 一 域 的 子 域 ， 现 在 假设 权证 明 精 合 律 : 
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o y =a- Dr, 
BAR Xa, Ze, Ee 中 取 最 大 (出 现 最 晚 ) tr. MR e, PH 
y 都 包 售 在 这 个 域内 ,而 在 这 个 域 中 车 合 律 是 成 立 的 、 所 有 其 余 
的 运算 规律 者 可 以 照 这 一 态 式 来 起 明 . 

其 本 定理 的 证 明 可 分 为 两 个 部 分 : 域 旭 的 作法 及 其 唯一 性 的 
HESA, HORO Hm —TERSAE DARA E $8 中 记述 的 超 限 归 
Staren, 

O 的 作法 。 引 理 工 告 诉 我 们 ,为 了 作出 P 的 一 个 代数 封闭 
的 扩 域 如 ,只 须 作出 一 个 对 为 代数 的 域 ,使 得 PEx] 中 所 有 的 多 
项 式 都 能 在 这 个 域 中 完全 分解 成 一 次 因子 和 部 可 ， 

zb P, Dm Pir], 已 经 良 序 化 ， 对 每 个 
FERIO, 我 们 使 一 般 新 的 符号 o, my， aa 与 之 相对 应 ,后 
者 的 个 数 等 于 多 项 式 的 次 数 . 

对 每 个 多 项 式 f(x) 可 作出 两 个 良 序 化 的 域 P| 和 马 。 这 两 个 
越 由 下 面 的 递归 关系 定义 ， 

L P, 是 域 P 和 所 有 BsCg D 的 并 集 . 

2. P, 中 的 良 序 应 该 如 此 确定 ,以 使 得 P 和 所 有 的 BoCg €F) 
MME P, ARE, 

3, E, 可 按 引 理 3 的 作法 将 符号 as ar tt as EMIT Pj 得 
H. 

现在 要 证明 的 是 : 当 所 有 Pe, Ee) apen, HEE 
可 要 求 时 ,通过 上 述 槛 求 的 确 能 够 一 意 地 确定 两 个 良 序 化 的 域 P， 
GË 

如 时 3 成 立 , 那 末 首先 可 以 断定 P, 是 Ap" 
这 一 事实 , 并 用 2. 可 以 推 知 , P 和 每 个 了 slg <= 让 都 是 E BE 
段 、 假 设 对 所 有 先 于 f 的 足 针 这 三 个 要 求 都 已 满足 , 则 
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HEE ët, PR E, GE: 
Ste Aecf, E, o DIE, 

由 此 可 知 , JP EA II rOlIei 所 要 求 的 有 序 
和 集合 ,因而 宅 倘 的 并 和 集 仍 是 一 个 域 ， 这 个 域 就 是 租 应 于 条 件 1 的 
SP. Pi 中 的 自序 由 委 件 2 所 唯一 确定 . EE, P; 中 的 任 
总 两 个 元 素 和 5 必 有 属于 了 或 某 一 3z, EHE CHAAR 
a 之 上 或 a 之 5, 这 一 顺序 在 P; REPARERE, 这 一 顺 
FAHAS o 和 上 的 域 下 或 于 都 是 一 样 的 , 因为 所 有 这 些 城 
中 一 个 是 另 一 个 的 截 段 ， 这 样 就 的 确 在 Pi 中 定义 了 一 个 顺序 ， 
至 于 这 个 顺序 是 一 个 良 序 , 这 一 点 地 是 显然 的 。 十 实 上 ，P; 中 的 
Tä M Eba A P RE E, 中 的 一 个 元 素 , 因而 包含 一 
个 属于 PP 或 E, 的 最 早 的 元 素 . 这 个 元 涯 就 是 器 中 的 第 一 个 元 
SS, 

O- RPE, SP, 以 及 其 中 的 良 序 就 由 条 件 1. 和 2. 所 唯一 地 

ET. BT 3; 可 由 条 件 3 唯一 确定 , 帮 P 和 3 都 造 出 来 了 ， 

由 于 条 件 3. 多项式 了 在 3; 中 可 完全 分 解 成 一 次 因子 。 其 
次 ,我 们 可 以 用 起 限 归 绵 祛 证 明 、Z3; 对 卫 是 代数 的 。 事实 上 , ER 
HA Ee 二 力 都 是 代数 的 , 那 末 这 些 域 种 P 的 并 和 集 , 即 域 P, 也 
是 代数 的 . 田 一 方面 ,根据 条 件 3. 3 对 Pj 是 代数 的 , 故 对 PP 也 是 
代数 的 ， 

ZK, 我 个 作 所 有 3 AHS, 根据 引 理 4, 这 个 并 和 僻 仍 是 
一 个 城 ， 这 个 城 对 P 是 代数 的 , 并 且 在 它 里 面 所 有 多 项 忒 了 都 能 
完全 分 解 成 一 次 因子 (因为 每 个 了 在 3/ 中 已 认 分 解 成 一 次 央 笠 );- 
这 样 , 城 如 就 是 代数 封 阴 的 ( 引 理 1). ~ 

2 Et, ”更 在 假设 如 和 0' 是 两 个 域 , 二 老 都 是 代 教 奎 
于 的 ， 和 并 且 对 下 是 代数 的 ， 我 们 要 证 明 蕊 全 的 等 价 性 ， 为 了 这 个 
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目的 ;我们 假说 两 个 域 都 已 良 序 化 ， 尘 届 的 每 个 蕉 段 OO 

身 也 算 作 截 段 之 一 ), 我 们 要 作出 OI 的 一 个 蕉 下 下 和 一 个 同 构 
PCD = POX), 

A — RRE FS pelt 

1. 同 构 P(A) 兰 POV) E P PRTI TA. 

2. Ca. E POD = POU) 是 PCS) = PC 的 一 个 
Ft, 

3. 如 果 TS E, AT A = W V {a}, AER e E 
PCS) viet Ha SET f(x) 的 棚 ;, 而 六 (xz)] EE PO) S 
PCSO 下 和 C) 对 应 的 多 项 式 , 姑 a 是 Fe E Or 的 良 序 中 的 一 
个 根 。 

ET EE Ee SC A KEE HECK EE 
上 让 条 件 的 同 徇 已 轰 造 出, 半 末 这 三 个 条 件 的 确 能 够 决定 一 个 ,而 
匡 是 队 一 的 一 个 启 构 FS = Pr), 下 面 我 们 要 区 分 两 种 相间 
的 情形 . 

第 一 种 情形 、 个 中 旋 有 最 来 元 素 ， 这 时 于 的 每 个 元 素 a 都 已 
包含 在 一 个 较 先 的 规避 3 之 内 ,这 就 是 设 , o 是 所 有 oa A 
并 和 集 , 因 而 POD Eie PCS) 的 并 梨 ， 由 于 每 个 同 构 PC 色 ) 兰 PC 和 ) 
Sënn rf, SIS “在 所 有 这 些 有 局 构 之 下 性 觅 成 
同一 元 来 x、 Wik, 我 们 前 饮 找 到 一 个 ,而 且 仅 能 找到 一 个 同 构 
POD 一 PC), EREB ADERARE PCS) 一 Pen, 这 
个 国 构 就 是 对 应 a 一 a。 这 个 对 应 显然 是 一 个 1L-Iaiéi, HR 
-#1. M2, , 

SS mb & 中 有 一 个 最 未 元 素 sz。 这 时 A= BV {a}, 
条 件 1, ERR E T A Hiën, OT = 所 满足 的 Pa 
NEW E E OECD lt SE 
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叉 下 的 六 周一 个 "方程 , a PS) -> P) S 为 空 集 时 就 
EHAR P — P) 可 开拓 为 一 个 局 构 PR, ch POR. at, 其 
中 a pE a (5 38)， 这 一 同 构 由 条 件 3, 唯一 确定 ;因为 每 个 
系数 属于 P(S) 的 有 理 画 数 pl) 必须 映 成 以 PC 中 相应 元 素 
为 系数 的 有 理 范 数 ， 这 样 构 出 的 同 构 显然 满足 条 件 1. 和 2 . 

这 样 一 来 。 同 构 P(A) 一 PON 就 作出 来 了 如 命 2 表示 
所 有 POV) 的 并 集 ， 那 来 就 有 一 个 同 构 P(O) 一 8" 或 9 一 8"， 
它 使 得 P 按 元 染 不 动 。 由 于 O 是 代数 圭 半 的, Or 也 应 是 代数 圭 
六 的 ,因而 Q” 应 和 整个 Or 相 重合 。 AREMT ERN EI 
的 8 和 O 的 等 价 性 ， 

一 个 已 输 域 的 代数 封 阴 扩 域 之 所 以 有 意义 ， 在 于 这 个 扩 域 在 
的 等 从 性 的 划 六 之 下 包含 了 一 切 林 角 代 六 直 Fame, 


op Wi 我 们 可 以 把 2 Wée 的 代数 扩 霹 H. 这 
个 域 对 P 来 部 也 是 代数 的 ， 因 而 与 如 等 价 。 把 吕 ' mër OHE 
得 局 按 元 类 不 动 的 同 构 、 竺 别 将 S 映射 成 8 中 的 一 个 等 价 子 域 
Kéi 

AP. BR; Eta Pfa] 中 的 一 粗 多 项 式 ; 存在 P 的 一 个 唯一 欣 扩 张 
域 巴 , 这 个 域 是 通过 褒 加 这 得 条 项 式 的 一 切 震 点 而 得 的 ， 

附 走 .我们 也 可 以 在 本 车 定 埋 的 证 明 中 用 Zorn 的 一 条 3| 理 来 代替 超 
上 与 柄 臣 ，。 为 了 明和 让 地 陈 迹 这 条 引 理 ,我 权 先 得 引进 儿 个 纠 备 氢 念 . 

一 个 梨 合 凡 的 一 些 子 捍 的 一 个 集合 下 称 为 一 个 着 ,如 果 对 于 站 咎 任意 两 
个 梨 合 总 有 一 个 包 在 另 一 个 里 。 具 的 一 些 子 千 的 一 个 集合 -4 称 为 闭 的 ,如 果 
在 它 包 有 一 个 键 中 的 集合 的 同时 ;也 包 有 它 人 罗 9 并 和 集 . 

那么 Zorn 引 理 可 以 访 成 : 弄 的 一 些 子 集 的 一 个 月 集合 4 总 和 包 有 一 个 模 
太 元 素 ; 朗 这 拼 的 一 个 元 沫 ; 它 不 是 4 CD SL CSR. 

SM. Zorn, Bell. Amer, Mai. Soc., 41 {1335}, G67, 
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$63. Sab Ié 


我 们 知道 ,一 个 《交换 ) 域 和 A 的 每 个 单 炖 超越 扩 域 都 等 价 于 多 
HAREM Alr] 的 商 域 A(x)， 由 此 之 碗 ,我 们 要 对 这 个 商 域 
0 = Alr) 
HITE. O PRTA DIN: 
= I) 
gl) 
我 们 可 以 假定 每 个 这 样 的 分 式 都 是 不 可 鹊 的 【 郎 了 和 8 无 公 因 
FT) fw) 和 g(x) Dn Schank Sg HE o Aer 
定理 . 每 个 次 数 为 # 的 不 等 于 常数 的 ”对 入 是 超越 的 ， 而 
人 (x) 对 AGO 是 代数 的 ,其 次 数 为 n, 
SEN. Wo 一 (x)/g(x) 是 不 可 物 的 。 这 时 x 满足 方 
程 
goy — fei = D, 
BDT Aan RERE TE, SS E. Ans 
AT E Er RTS, M wk 是 steiht TE DEI 
Zë, be 是 fx) 中 BARRARA, ok duet 
gou "Pr, 
从 而 有 好 = Arie = 常数, 与 所 设 相 违 。 由 此 可 知 ， x* 对 AG 是 
代数 的 , 
如 果子 对 各 是 代数 的 : 形 末 * 对 A 世 会 是 代数 的 ,但 实际 情形 
不 是 这 样 、 因 此 ?是 超越 的 . 
E AGa] e anke 
sag — fie) 
DIS d. Lt BEL Aisel 中 是 不 可 和 的 ， 不然 的 话 , 根 据 
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§ 26, EE Alg, 2] 中 也 将 是 可 物 的 ， 但 这 个 多 藉 式 对 来 裔 是 
DEI, Rhett ëRT 9 而 仅 傅 顿 于 z。 由 于 gtz) 
和 F 逃 公 因子 ,这 样 一 个 因子 是 不 可 能 存在 的 , 

这 梯 一 来 ，* 对 AA(y) 就 是 一 个 次 数 为 # 的 代数 元 卉 。 由 此 
ËU SR SS (A(x) :A(y)) 一 zz 

沪 了 下 面 的 需要 ,我 们 在 这 里 指 由 ,多 项 式 

glay — fæ) 
没有 仅仅 依 蒜 于 z 的 (即位 于 A[sj 六 的 ) 因 子 ， 当 我 们 把 子 代 以 
ERIE TL eier) AE Tt e Cla ee 时 ,这 一 事 也 仿 然 
成 立 ， 这 就 是 说 ,和 [x, sl 中 的 多 项 式 
elef) — ftw) etre) 

HARKET > WAF, 

e Lagos h = AER: 

LTB gf leier) ARKAA T Ala) 和 Ate, 
而 与 后 一 域 的 生成 元 * 的 特殊 选择 和 无关. 

2, Ag) = Ar), SARAT? KAA 1, Dia HOER 
图 数 . ZME, H PERIE A(x) ERT, Fe le LAA t 


3, Ace) 的 任何 一 个 使 得 A (tbe E IE * 
贞 戌 另 一 生成 元 ， 反之， 如果 我 们 将 * Ron 


z 一 侍 十 ,而 将 每 一 p(x) RER p( 直 ， 屠 未 就 可 以 得 到 一 个 由 


同 构 ,这 个 自 同 构 使 得 全 中 的 元 素 不 动 . 
Ate) 入 对 于 人 的 全 部 自 同 构 , 就 是 分 式 粮 性 代 柳 


x a ad Ges D. 


| 


对 于 其 些 斤 何尝-E 的 应 用 来 静 ,下面 的 定理 具有 重要 意 叉 . 


+ 


Laroth 定理 . EAH EE 全 己 了 CALY) ,都 是 一 个 
ememr, F= A9). 
证 H, EIR r 对 域 了 来 发 必 是 代数 的 。 FREE BERT E 
一 中 任意 一 个 不 属于 入 的 元 素 , 那 未 象 上 面 已 轻 证 明 过 的 那样 ，* 
HAG 是 代数 的 , HEN RRE RERE HEARRE 
环 下 中 首 项 系数 为 1 且 以 xz 为 雳 点 的 不 可 利多 项 式 是 
(1) fhir) = g" + a t t + ap - 
我 们 要 决定 这 个 多 项 式 tz) 的 构 洲 , 
Aia RK WAHAHA, 于 上 公务 世 之 后 可 以 使 得 这 些 系 
FAR Rees, Ar Hl GIE bro St 
Is, sis basis + halat e eo Bx) 
对 * are E ët Gr LÉI e 的 次 数 是 m, 对 
z REE n. 
(L) BIRS a; = bi bo A HI BE REEL s 沪 关 ,因为 不 然 的 话 t 
就 会 是 和 上 的 一 个 代数 元 素 ， Alth A — e RA, Fat 
dch 
E KE RIET, 
Sisi 
Ais) 
是 的 确 和 x 有 关 的 。 gtx) 和 Abtei D hr AT vn, 多 项 式 


sta 一 36(z) = ge) 一 g Ale) 
有 零点 x 一 x， 因 而 在 2[x] HR hle) 整除 。 B S26, 当 我 
们 把 这 两 个 对 x 为 有 理 的 多 项 起 整理 成 对 * 为 整 有 理 的 本 原 多 项 
趟 时 ,这 -一 可 除 性 仍然 成 立 。 这 样 我 们 就 有 
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h(x gla) — gr) Bl) 一 gie, gif, g), 
左右 对 * 的 次 数 不 超过 m, 而 石 婉 的 因子 f St, m RAJ, H 
WH Arie DI Er SE er, m, 从 而 glr, 2) Ps 无 关 ， 另 一 
方面 , 左 端 不 可 能 有 一 个 仅 和 x 有 关 的 因子 , 因此 g(x; s) 应 是 一 
个 常数 : 

iCx) pe) — pisiëisizs g - fx, zl, 
这 样 一 来 , 电 于 常数 9g 不 起 影响 , D, zx) 的 构造 就 决定 了 ， Te? 
对 * 的 次 数 是 m, 因此 (根据 对 称 性 ) 它 对 z 的 次 数 也 是 wm。 由 
此 部 得 = n, gtx) PI bie) 的 次 数 当 中 至 少 有 一 个 过 涤 最 大 值 
m, 因此 有 3 作为 的 有理 国 数 来 看 ,其 欢 数 愉 等 于 m. 
这 样 一 来 ,一 天 而 有 
(Alr) ALI) 一 ma 


另 一 方面 有 
(A) E) S= m, 
DT ELE AOG) kA 
ECKER E 
GU 
X = At9)。 


Lüroth EHALA RS FMA: 
FCE RR 1 EIN SS PE, oi 一 0 称 为 一 条 有 理 曲 短 , 如 采 它 上 面 
的 点 除 有 限 湖 个 之 外 可 由 有 理 的 套数 太 程 : 
Š = fit), 
q = air} 
kA., 
HISEUIRISSE A E A LAE A AREER E ART 
都 相 尖 于 : BE ILAE An 
E= ř;, 


=+] 


EE? 


BhA F :和 一 :的 是 同一 个 点 )。 根据 Lireth 定理 ?我 们 可 以 适当 地 选 
择 寡 数 而 避 弟 这 样 的 清 沈 。 设 入 是 一 个 域 , 贺 数 1 和 8& DER rte 
Di. mee Bt, E = 和 A (Cf) 有 是 al) Zä. ned Rz 
的 一 个 本 原 元 案 ; 如 :有 有 
KA = fkr) 《有 涅 函数) 
Sich = pat) d EISE Af 
d = pll, ei = gë, pi. 
KEE 
Ss bt, 
= gi) ` 
meh” WEE ee, y) ARERR LAERT AAT At 
XI BADR AA E DARA l ae. 
习题 . Ri a(x) 对 于 域 a O 是 下 规 的 , 刚 驳 项 式 《1) ACAR 
完全 分 解 为 一 次 因子 ， 所 有 车 些 固 子 都 柯 以 由 其 中 的 一 个 , 例 和 如 由 2 一 *， 
X 作 分 式 不 性 弯 换 得 出 。 这 些 牙 式 趟 性 亦 换 组 成 一 个 有 限 共 ,它们 使 得 画 
CHE 不 灾 , 天 且 可 由 这 一 性 质 来 到 划 ， 


§ 64， 人 代数 相 关 性 与 无 关 性 


SO 是 某 一 国定 的 域 卫 的 一 个 扩 域 。 我 们 向 o 中 的 一 个 元 
FR o 和 s … at 代数 相关 ,如果 v WE Pleas e gel KRE 
代数 的 , 即 v 满足 一 个 代数 方程 

edacie? 十 akaye 十 H agl) = O, 
其 中 的 系数 ala), ` arlu) 是 m, une BORET P 的 多 项 
R ETANP, 

ERRERA TRAER, E 
PERERA UE $ 36): 

EWZEL 每 个 miG =l, al EE n tta ta 代数 
相关 . 

EL mär Oo, Dn, INTE e 
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** a Hyl (CER, HIJ Zë a 和 Hls "t'y Faci P 代数 相关 ， 
St 明 . RPR HERH tirs "Ta act ZE Zu 到 基 域 上 去 了 。 
这 时 ”就 和 ws 伐 数 相关 :因而 有 一 个 伐 数 关系 式 


(1) agl ge Af + di ste jor 十 "十 gel) = 0 
将 这 个 方程 按 u, BF S RES. mt 
ER Bu eines + besiess Lk bv) zs D. 


PERRE, o 对 基 咸 Pia, ,wai) ERREI, Ah, 2Cr), So, 
dE ESTEUEN v 的 多 项 式 来 看 ) 或 者 六 0. 但 这 些 
多 项 式 不 可 能 全 便 等 于 需 的 多 项 式 ,因为 不 然 的 话 ,( 了 DD) 的 左 问 作为 
AFRAU AHE E TE bA aulun) = atn) = + 5 glug) = 0, 
而 这 是 与 所 证 相 违 的 ， 这 样 ,在 (2) 中 不 可 能 所 有 的 系数 br 都 等 
"TS Bik, HP (2), e, A TÆ Plett, n) 来 说, 和 
v 代数 相关 ， 

基础 定理 3。 Sue, e, 代数 相关 ,而 每 个 w(j 二 1， 
ESD RR e ory mea ORARE BIW RN ms aten 代数 相关 

证 明 . 如 果 w WI PCa als AMAR Don, tte 
Has Dis “te) 来 柄 是 代数 的 ， 丽 后 一 域 对 卫 (ma，………，zr) 是 代 
SRI, 则 根据 $38, ww 对 Peer ', na) 也 是 代数 的 .这 就 是 所 要 
St RH DE. 

由 于 栈 性 相关 性 的 儿 个 基础 定理 现在 都 能 成 立 , 故 $36 中 所 
建站 的 其 它 导出 定理 ,特别 是 兰 换 定 浊 , 也 同样 能 成 立 . 

关 仆 于 线性 无 关 性 的 概念 ， 现 在 我 们 可 以 引进 代数 无 关 性 的 
Wa, ne 称 为 对 基 域 了 代数 无 关 , 如 果 没 有 一 个 wi 和 其 


FCs "ra np) 一 0， 
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其 中 f 是 系数 属于 P 的 多 项 式 , 必 有 然 地 可 以 推出 这 个 才 阳 了 忒 的 和 

St e AE fo, e gë Ä zs H 部 可 推出 这 个 和 村 项 趟 后 等 

于 每 , 那 末 显 然 波 有 一 个 m 和 其 余 的 & 代数 相关 ， 现 在 反 过 来 假 

说 Efla T Tat EA, Si 

Dan, e wi = 0, 

并 将 多 项 式 F E u, DIREKT, 剧 这 个 多 项 式 的 系数 f(t pa) 

MESTE, BERELE u RBA, 并 用 同样 的 方式 

求 进 行 推荐 ,最 后 可 知 多 项 式 f 所 有 的 系数 都 应 等 于 需 ， 

棚 据 这 个 定理 可 和 An ER ve, sy， 一 ,wn CAGE, LG Im 
"TR ETC Mie, DEE E 
元 素 . 

POR wi e u, XI P 是 代数 无 关 的 , 而 m a, 是 一 租 不 
SE, Skier P 的 多 项 式 Han, e x,) 都 有 一 个 多 
Dat fo, al 与 之 双方 单 值 地 相对 应 ， 因 此 , Bi as, 
= Pia, e, w,]， 由 多 项 式 环 的 辣 构 可 得 出 其 商 域 的 同 交 : 

Pler tee mo ES Pie, es ee. 

Di RER wu, u 在 所 有 代数 性 盾 上 和 不 定 元 一 致 ， 
代数 相关 与 代数 无 关 的 疯 愈 也 可 以 对 无 限 集 合 来 定 又 . 
ZEIL "( 对 基 域 P) 和 集合 鸣 ( 代 数 ) 相 关 , 如 果 写 对 域 

PON) 是 代数 的 , 即 这 个 元 来 上 能够 满足 一 个 代数 方程 ,而 这 个 方程 

DOE E 驮 中 的 元 素 的 有 理 画 数 ( 末 数 属于 P)?， 在 这 一 情况 下 ， 

我 们 可 以 将 方程 箭 以 系数 的 分 母 的 积 , 使 之 对 mt 中 的 元 素来 说 是 

AER, 由 于 在 这 样 一 个 方程 中 只 出 现 OH 中 的 有 限 条 个 元 素 - 


1) äs P 是 代数 的 ,我 尖 就 误 它 和 空 集 代数 相关 ， 
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fls "1ta ffys 总 有 下 A ARR 
ARE ehm ERAR. B ok MR 中 某 有 限 多 个 元 素 代数 


相关 .。 

如 时 我 但 这 样 地 选择 有 限 子 集 Jee, t, sap DIS Erbäi E 
一 个 元 沸 是 多余 的 ,于 未 根据 基础 定价 2, 每 一 ww 和 #* 以 及 其 余 的 
u; 代数 相关 . 


基础 定理 3 可 以 直接 推广 到 无限 集合 : 

如 果 e 和 M 代数 相关 ,而 哎 中 的 每 个 元 过 又 和 N 代数 相关 ， 
RI e 和 N 代 数 相关 ， 

我 们 襄 一 个 集合 条 和 一 个 集合 M (代数 ) 相关， 如果 N LE 
ATRAEM M EEE, AE NAMAA, EE EST 
op, RI N M L 相关 ， 

如 果 两 个 集 M A N hA, EE P) 
等 价 、 等 价 关 系 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 . 

一 个 集合 Dn (atb P) H EI, DOE M h 
e E E ETH 
e EA 

如 果 M ERTH, WEM 中 有 限 多 个 不 同 元 素 之 并 的 一 
个 关系 

fms su) 0 
《其 中 了 是 条 数 在 P 中 的 多 项 式 ) 只 有 当 f ESTR 


P en, 一 《对 不 定 元 xp) 
时 才能 成 立 . 
现在 如 果 我 个 作 一 个 多 项 式 整 环 P[X], 其 不 定 元 的 个 数 和 R 
中 元 素 的 个 数 一 样 (有 限 或 区 限 才 个 )， 对 每 个 元 素 Hat, a? 


我 们 使 域 元 素 Ton, wl 上 与 之 相对 应 。 这 样 星 然 得 出 多 项 式 


EI 


KREE ee Gas ttt AE E PIM] 的 一 个 同 态 ， 
emt, DR Krapp, 旧 这 个 同 害 把 不 朵 的 多 项 式 映 成 
不 同 的 城 元 素 , 因 而 在 这 一 情形 下 我 们 有 La: 
PIX] = PM], 

田 多 项 式 环 的 辐 构 又 可 以 得 出 其 商 域 的 辣 构 。 这 就 本 明了 下 
ët ett 

Eër P 后 每 的 起 P gë 
aa EE ri, PARER PII] 

将 一 个 代数 无 关 和 集合 MmT P 而 得 的 任何 一 个 域 PO) 

称 为 P 的 一 个 纯 超 越 扩张 . 秀 超 越 扩 号 的 辐 构 由 前 面 的 定理 完全 
确定 :每 个 这 样 的 域 都 同 构 于 一 个 多 项 式 整 环 的 窖 域 ,因此 ,这 种 
域 的 精 构 只 和 不 可 役 集 合 M 的 势 有 关 ， 这 个 势 就 是 下 一 节 所 去 
Sieg 


Sen 超越 次 数 


我 外相 让 明 ， 每 个 域 扩 张 都 可 以 分 解 成 一 个 纯 超 越 扩 缚 和 这 
一 和 纯 超 趟 扩张 之 上 的 一 个 代数 扩张 ， 这 个 车 芥 要 归根 平 下 面 这 样 
一 个 定理 : 

如 果 占 是 的 一 个 扩张 , 划 避 中 的 每 个 子 集 对 和 一 个 包含 在 
家 之 内 的 不 可 移 集 合 W 等 价 ， 

SC HR SO Gs "SS o 的 定义 如 下 : Dm 中 的 一 
DIER o 属于 W, WR EMMET EZAN: A TA [因而 对 
POD 是 超越 的 ]， 关 于 哪 '， 下面 的 事实 成 立 : 

L. W Kran EXE, 如 果 其 一 元 束 , Eug ,和 元 
Së ap …… ,ar WER, Ile [an e gh 是 一 个 最 小 的 这 样 


WEÄEA 


的 集合 ， 这 时 4; 当中 的 每 一 个 都 和 其 余 的 相关 。 特 别 , 在 NR 中 
的 良 序 下 居 最 末 的 元 素 *， 和 所 有 属于 七 之 前 的 其 余 元 素 相 关 . 
根据 ar 的 定义 ,这 个 最 未 元 素 a; 不 可 能 属于 TI, 

2. MPW HAR. TARRE, o 中 和 W 不 相关 的 元 素 当 中 
mp kb, “ RT, AMANET EZR 
U HSE TOEPAS ERI W 相关 的 (因为 “是 第 一 个 不 和 N 
相关 的 元 素 )， 因 此 e 和 DV a Wor GE bag, ` 

mem, sac, 则 M 中 的 每 一 个 和 DM 等 价 的 不 可 移 


? E F? EÈ 00 F ñ +H 


ee EN BILA TRJ, 使 得 在 这 个 良 序 中 ， 中 的 元 
KETE N pi HIRITAR %z' ,其 作法 和 上 面 在 吐 中 
作 子 集 吕 一样， 这样 一 来 , W 显然 包含 着 W 中 的 元 素 ， 

从 上 而 的 定理 可 以 者 出 ,了 的 每 一 个 扩张 都 可 以 看 作 是 PO) 
的 一 个 代数 扩张 ， 其 中 怠 蚌 一 个 不 可 和 莘 集 合 ， 从 而 PCS) 是 下 的 
一 个 币 赵 舱 扩 张 。 这 也 就 是 发 ，@ 可 由 了 先 作 一 纯 起 越 扩 张 , SR 
后 再 在 这 一 基础 之 上 作 一 线 代 数 扩张 得 到 . 

通过 上 面 儿 个 定理 作出 的 不 可 狗 集 合 9 当然 不 是 em. 
可 是 写 的 势 [因而 纯 超 越 扩张 bat" 的 类 型 ] 却 是 唯一 地 确定 的 . 
事实 上 ,下 面 的 定理 成 立 : 

两 个 从 此 等 价 的 寺 可 移 集 全 更 和 于 是 等 名 的 

TEAREN, TAE Journal fe d. reine e 
sagen, Math., 137 ZĘ Steinitz 的 原作 或 O，Haupt， 代 数学 引 
前 I 23 章 6 节 ， 一 个 最 重要 的 特殊 情形 ,就 是 集合 MAN 当中 
至 少 有 一 个 是 有 限 集合 的 情况 ， 事 实 上 ;发 质 四 个 元 素 as m 

.…, uw; 组 成 ， 那 末 根 据 $ 36 推荐 4, 多 也 不 可 能 包含 多 于 e 个 元 
zb. DI 名 也 是 有 限 的 ， 男 一 方面 ,根据 同样 的 理由 , M 也 不 可 能 


HE N EEES ILR, A Mm A N, 
T ERETTA ARA D 的 唯一 地 确定 的 势 ， TERR O O | 
+k l PARKE, 
定理 ， CSR 


由 


SE) ebe ECO. 说 名 是 了 DN 
而 与 5 等 价 的 集合 ,先是 如 中 一 个 对 Ser -S OI 
EERE S HRE s, 而 全 的 势 是 1s, 并 且 扎 和 息 没 有 公共 元 素 ， 
因而 全 V TREs 十 r, WRR RE S VTE PERH 
ROSI, RRKT. 

QH EG) ERAAN, Sa PCS) 是 代数 的 ， 因 此 , 0% PCS, 
T) ERAAI, E OA SV EEr, 

如 果 SVI p pRHARS CTRA br P 的 代 
ERR PRET ARE, T PRT ELEA i HERA 
关系 中 ， ëng, fE T 中 的 这 样 一 些 元 素 之 间 就 会 有 一 个 系数 
属于 了 的 代数 关系 , 而 这 是 入 ATARE, 因此 ,5S 
中 的 元 素 之 间 存 在 一 个 关系 ,而 这 又 和 5 bor län ite, 由 
On. ev Sai Pas rnäupn SMAA T EM, 


§ 66， 代 数落 数 的 微分 法 
在 23 中 入 出 的 多 项 式 f 了 (x) 的 导数 的 定义 ,可 以 查 接 推广 于 
SIb en, tt Dn GEES 
o Tei 
La Sen 


D 22 CR ER, I8 RS CBR de bn të, DS RER 
Fragen, 


WEI 


FEE RRHH 

3 = flx t Ael) 一 大 xz] 有 xz TA) , 
ECX) E(x + k) . 

BUR 5 = 0 HRT Ran TTR, ABAF HERAF +, 

Pim PERLA A 即 得 


CU? pax t à)— gp) qlr, Si 
Á g{x) glx +A) 


洗 端 是 所 的 一 个 有 运 西 数 ,当天 一 0 时 ,由 于 外 母 不 为 雾 , 故 这 个 
有 理 画 数 有 完全 确定 的 值 ， 这 个 值 称 为 有 理 范 数 p(x) 的 微 商 或 
导数 pa): 


TE 一 dos? — qiz, 0) 
《2 ) Lei E SSC 


为 了 实际 计算 glr 0), 我 们 把 (1) PAi ee ZE GEAR 
展开 , 除 以 再 命 * 一 0, 这 样 就 得 到 
gla, 0) = flr)glr) — feg Lei, 
AWARA (G) 印 得 商 的 微 商 的 熟知 的 公式 


d Ko Eg — Ie (x) 
dr glx) gie) ` 


` Si Bee. “ tig) ee E, ERA ETE tils *"*, Ha 
e Ris t*a Ri. HS Pis "rr "e Mis SE 的 有 有理 画 数 , 
RASERAS: 


plx + k) — plr 


d Z r EP» 
3 KN 3 t*r, a Re a Wf a æ 
(3) ES (P Pa) 一 之， (pi | Pa) 


HT AAA HEH, RREA ën 
Pelr RR DN 一 P-k} = RET AP Lee 0) = pi Lei a ` 
短命 
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Ka 十 Aa trta F Ža) -= RCm, "rs tin) 
= > {R Cm 十 KH "" "a Fv 十 Za: iyis "a ty) 一 
St 
(+) -— Ri 十 An. "Fra Hypa LS "FTa TOR 
== KA AE 十 Žils “ "a Mra Ze Futis "7'3 tin) 3 
=Í 
其 中 
ESCH =>"; Rus Ü, Pryl "Te me ) 一 一 D. Gii, Vid? Hat, 
EISE (4) 中 命 . 
Fy 一 " Zu = Plr + EN — VMED. = ANET DAP 
FERRA A 则 得 


Ripi + A), >+, Oe tin Rote, =e 
大 


, Paix) ) 


= 5 TRER AASL gn F An, ttr, Poy Apus Poria tt’ Pr) 


HEI 


REA ier E 0. DIE 


4 
dx 


ERCH T Can 
e e ER CT ENEE * 的 代数 图 数 


Ro, ”Ts Pa? = Dp (Cx) Rs (op, -51a Pae 


+ 4 4 z 


akhi tzo, 这 里 我 们 只 作 一 个 假定 , 郎 了 对 Pio 
是 可 分 的 . 
SE, RAE o wE Pe) .上 一 个 可 分 不 可 和 煌 多 项 式 了 (xs 
y) ATR: 
F(x,y) =0, . 
Eis, y A r A y 的 己 导 数 和 分 别 杞 作 E. 和 Fy。 岂 于 可 分 柱 ， 
FA y) 和 F(x, y) BS DG 
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F lx, pi Æ, 
在 答 出 导数 TL AEREN, dE E 
Ka ʻ 
ERR ETAR (x, y) EI, URAR 


里 2 Di 
F lx, y) + -= vi Fyr, CR D ， 
da 


因此 我 们 定义 


EZ = — FCx, 7) 
‘5) de Fx, ai 


让 即 可 以 看 册 ， 这 个 定 芝 实际 上 和 定义 多项式 Fir, y) 的 选 
FG SS ti FCx, y) 换 成 FCx, y) w(x), rb toi 
为 zx HERA, Bi lagen Dt oi 和 FyCx, pi Set 

Fx, g) o deit Pas, g) Lei = as, pple) 
GU 
Fals, 7) pe, 
IS Krk Ee ER (5) 的 , 

eg EE y = e 是 P 中 的 第 数 , 导 未 在 3 的 定义 沪 程 中 x* 根 

本 不 会 出 现 , 因此 -22 一 0. 


现在 设 E Pr, ai 中 的 一 个 元 素 ,， 郎 * 和 ?的 一 个 有 理 
HKHH? ARH: 


， a 一 pix, ai. 
H ET 
O i = plx, 7) + pl 


其 中 p: 和 p, 代表 plr, y) 对 * 和 7 的 偏 导 数 ， 为 了 这 个 目的 ， 
我 身 作 出 的 定义 沪 程 : 
GUx, t) = 0, 


WEI KR 


ZE DI bel r Me SE RE JF Desk ei p (E 
到 这 个 点 程 中 去 , 着 将 了 换 成 不 定 元 y， 这 样 担 到 的 4 的 多 项 式 
SEENEN UE FC, y) EBR 
Gs, Plr, y)) = Ox, y)F Ce, y). 
ZUR JS RU Cox a Eaa e 和 3 微分 之 得 
Gelz, Plr, pI) t Ges, Plr, y) plx, y) 一 
= OF: + OF(x, y), 

Gare Se, YDP, y) = OF, t OyFCz, y), 
E o y, 这 时 合 有 F(x, y) RRRS R, ARK AREE 
(3). gp 


f r ` d 
Fx, 7) = 一 Fix, Gët . 7， 

dr 

D F EI 
Gelz, E) = Gl x, č) ` -4 ， 

dr 


2 
= Gle, C) TE + GLa, OPLE 9) = 
E 


=— Oz, 9)Fy(x, 9: s 
E 
Gs: Tpx, CR 一 Oz, RESCH CA 
team eg Le, PEETRE 
E 
除 以 Ga, BUS, 


A r d 
— ZE A Pilt, oi 于 plr, ai -ST 一 0， 
da dyr 


AMIERT C6), 
LAPEER EE T RRETA) Z ARI DARTIR 

则 的话 明 就 不 再 费力 了 ， 这 个 规 妈 秃 : 如 果 ps s ga BT 

中 = 的 可 分 代数 画 数 ,而 Ra ni 是 一个 多 项 式 ,其 俩 导数 


ep JGR e 


为 R at 
d aan — x r 。，。 dye 
(7) SS Ba, a SÉ 2 R Os ` Ya) ES = 
I. E9 是 Ptx) TAAR PE, ps ,7s) 的 一 个 
本 原 元 素 , 屠 未 上 所 有 的 都 可 以 表 成 * 和 和 3 的 有 理 丽 数 : 
: div = Plx, Di. ) 
如 果 Por 和 po 是 ois, 站 对 * Er DIE, 则 根据 46) 有 
dm: -of i .23 
ES Prt) + Pukl Xs 3) I 
同样 ， iE Ri 和 R; EA Ri piix, ei, "Te Pal r, ei) Se 
Ær Pi 


E ROn, 7s) = E REx, Di, pala 9)) 
dyr dx 


= Bis, 9) + Ris 9) 过， 
dx 


但 根据 《3) 我们 有 


et 
Bis ois A Blëtz, zi, Palæ t) el x, £)» 
1 


Rix, t) = 3. RC TK éi tta REF DNK Put x, WP 
改 得 


ZZ Sta, eg) = D Rola, Di gëlle BIN 
1 


x { Ale, BIL pule, 9) 。 2 
dx 

z T ~al D 

= A, Rm ga) 2, 
1 dx 


e 20 e 


— ECH C7 的 几 个 重 取 的 特殊 情形 是 : 


《8) ES EE 
mn Zären 
1) Ze = py 27. 


显然 , 微 商 的 定义 55) 不 仅 当 * 为 不 定 元 时 适用 , 当 x 是 基 域 
P 上 的 超越 元 素 , 而? POO 上 的 可 分 代数 元 过 时 也 是 活用 的 ， 
RERE? KERE 由 于 这 个 原因 , 在 P 上 一 个 超越 实数 为 
1 的 域 中 ,我 们 可 以 对 超越 元 过 & 求 所 有 元 素 7 pp, DEE 
对 P(E) 为 可 分 就 行 . 

发 7, CAERA, HHR PCE, y, C 对 域 P 的 超 骨 次数 
为 1， 如 果 y 对 P 是 起 下 的 , 则 如 和 7 代数 相关 , 因 下 我 们 可 以 作 
出 微 商 2. o 

dy 

AER Giy, E) =0 
E CEP EEA, mc 和 G 是 Gly, 3z) 的 偏 导数 ,着 
有 


《13) Gg, C) + Gg, OZ 一 0， 
另 一 方面 ,将 (12) 对 E 微 修之 ,根据 全 微 商 规则 有 
(14) GA, oie + GKI, 0) =o, 
HODIA dei dE 并 从 所 得 等 式 中 沽 去 (14) ,部 得 速 镇 规 则 : 
(15) dk — dk da 
dÉ dy dE 


«270° 


np E |= E 时 由 (C15) 可 得 


dÈ dy 
16 -A i, 
(16) T a 


‘KEE, RPA R ERR I EA E 
导出 了 普通 微分 学 中 的 全 部 规则 ， 这 里 没有 利用 到 任何 极限 的 考 
RS. 
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第 九 章 实 g 


在 代数 数 域 的 研究 中 ， 除 去 代数 性 盾 外 还 有 某 些 非 代数 的 性 
mag, 实 性 , 正 性 等 也 起 作用 。 下 面 所 举 的 例子 指明 ,这 
些 性 持 不 能 由 代数 运算 十 与 唯一 地 定义 。 

发 w 是 方程 vii Dë TR. Cen 是 写 的 一 个 粮 虚 根 . 同 构 


Pia) Tisw) 
保持 所 有 的 代数 性 振 ; 但 是 这 个 同 构 把 实数 ww E E a R k iw, 
把 正 数 wr 一 y 2 变 到 负数 (ee 一 一 2 ,而 把 新 对 秆 之 1 的 


CTIE V2 ERMEE 二 1 的 数 1 一 V2. 

在 计 涂 过 程 中 将 看 到 ， 这 些 磊 代数 的 性 质 还 是 与 茶 些 代数 性 
质 有 联系 , 敬 如 在 生体 代数 数 的 域 中 (也 就 是 属于 的 代数 封 开 的 
扩 域 中 ) 可 以 用 代数 的 性 质 刻 划 出 一 系列 的 (不 是 一 个 ) 子 域 ,它们 
的 每 一 个 都 与 全 休 实 代数 数 的 域 代数 等 价 。 在 这 样 一 些 域 中 选 定 
一 个 之 后 ,所 的 元 素 这 时 可 以 称 为 “ 实 的 ”于 是 我 们 就 可 以 代数 地 
来 定义 先 对 值 以 及 正 性 等 报 念 . 

但 是 在 进入 这 个 代数 理 攻 之 前 ， 我 们 先 介 绍 一 下 在 分 析 中 通 
常 所 用 的 实数 与 复数 的 引入 磊 法 ， 这 并 不 是 由 于 在 还 辑 上 是 必要 
的 ; 丽 是 由 于 在 我 们 知道 了 什么 是 实数 与 复数 之 后 ,这 个 纯 代 数理 
论 所 提 田 的 问题 可 以 有 更 请 想 的 了 解 ， 园 时 也 能 就 此 全 一 下 极为 
ERIT SERRAS, 


Sei 有 F 城 
EE EE TE 
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性 以 及 由 它 决 定 的 顺序 ， 
EE KAATER Es MER, Gi 


D ken Kä 
a= Ü, a >00, å >a 0 
PERT TRE 
2. WE e > 0 BA >o, Da tbzpB ab zo 
如 果 一 a — o RETR, e 是 鱼 的 。 
如 时 在 一 有 序 域 中 我 全 按 以 下 才 定 一 般 地 素 定 驻 一 大 小 关系 
e zë, SKI: ok 
(或 者 b<a, RÈ: Abtei 
4 a— k>, 
AA TED, "CSGO RER YHTEEN 
ZA, SÉ a < AS ae A SR ab es bb eet 
gë ph edi, Dä a — re [= (a— k) + (Lë ei D: 
AT s > eM $ 中 一 样 我 们 还 有 ,由 ea > bE a 十 c 守 5 十 ce 
DARTE c> o AE ac > be, SE, Ñ oa 5b EEN, Aë 
推出 a < p TRAR) BA 
al AT at 一 一 
EARE, MER 。 o 的 邦 对 入 la| 是 指 元 素 a, 一 2 中 非 
负 的 那 一 个 ,和 契 对 简 的 计算 适合 规划 
EINEN 
[a +| & lel + jèl. 
对 于 第 一 个 ;我 们 不 难 分 四 个 可 能 的 情形 ; 
ESCHER A = 0; 
a= 0, Et 
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da = 0, Š => D} 

a = D. b= ü 
ERE. ETEA, 在 2 2> 0, b Io 的 情形 , e AR 
a, AARAA THAE LA, E ao, be D DES 
样 ， 这 时 两 边 都 等 于 非 负数 一 (a 十 b), ENARE tir 
中 的 两 个 情形 ; REE BH RA: azn, he HRS T 在 
这 个 情形 有 

a +t Baa—b=|a|lt|6|, 
— a — a h a b= ț jaj lèl, 


国 而 
la + h| jal +i], 


我 们 也 有 
a = [— all =c ||: Zo, 

等 号 只 在 a = opd Bie EARMA > 0H 
只 有 在 加 项 中 每 个 全 为 震 时 才 会 一 4. 

符 中 地 ,单位 元 寻 1 一 上 总 是 正 的 ;同样 ,每 个 和 有 :1 二 1 十 
1 十，…* 十 1 是 下 的 。 因 之 不 可 能 有 :1 一 0。 "Bä AF 
gas te 

SIS, ARSA EAFA, K E R ARA K A 
一 种 方法 且 仅 有 一 种 方法 定义 成 有 序 域 , ER FëibbaR? 
EJF. 

REK DND AER EES. Kb 
RMA ATEN a = b/c (b, e ERRE c Éo 由 


$ >00 或 者 一 0 WI 0, 
WEE c ek. ole 
Ze D 或 者 一 0 或 者 < 一 0。 
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AZ K 的 可 能 的 序 是 艇 各 的 序 唯 一 决定 的 ， 反 过 来 不 难看 出 , 规 
定 
$ 
p =0 34 Ge 0 
的 确定 文政 的 一 个 序 , 而 R ERRA RRT. 

特别 地 ,有 有理数 域 T 的 序 内 舱 挡 一 和 神 方法 定义 ,因为 整数 环 世 
TARRE A HARR, BA m/n Db, H om'n E AARE, 

BAFFI A LE, MRTE TE 
蕊 把 正 元 素 总 是 变 到 王 元 素 。 

一 个 域 称 为 阿 东 米 德 有 序 的 5。 如 果 在 给 定 的 顺序 之 下 ,对 于 
每 个 域 中 元 素 4 都 有 一 ”自然数 n Ena 这 时 ,对 于 每 个 元 
SS o 也 有 一 个 数 一 2 二 a 以 及 对 于 每 个 正 的 < 有 分 数 1/n < a, 
例如 ,有 理 数 域 T 是 阿 基 米 德 有 序 的 。 如 果 一 个 域 是 非 阿 基 洲 德 
用 序 的 ,那么 其 中 必 有 HAR TR, 七 大 于 所 有 的 有 理 数 , 也 有 
"AAA 元 素 , 写 比 所 有 的 正 有 理 数 小 ,但 大 于 零 。 

EE E EK 

Artin, E. u. O. Schreier: Algebraische Konstruktion reeller Körper (Sr 
域 的 代数 构造 ) ， ABA. Mathe Sem. Hamburg; 5 (1926), 83—115. 

Baer, Ra: Über nichtarchimedisch geordnete Körper (FJER EAH 
Pi, Sitzungsber, Heidelb. Ak. 8. Abhandlung, 1927, 

习题 。 1. Dëse f(r) BACA MERJE R HHT EIE 
Zënn, TEN, AEEA RAIET] H, AMECA E 
P 中 定义 了 一 个 顺序 ,这 个 顺序 是 非 阿 基 米 德 的 (1 是 "无穷 大 。 

2. Sa 

HE) m en p oanl io E ëss 
其 中 si ëäTr-Siek METRLI Jalto 十 ll PEAR 


D SN TM Ek E ERE P EIER PO, zb PR 的 
TAEA Ti E EEEE EA R, 
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个 。 赶 有 明 ; 
Zo zo 对 于 >M, 
(= DD) zo 对 于 sM, 

EHETE AE fls) E pam” a éi NM: M rm, 

3， 仍 证 了 tw) cen Lasel te 十 ens ARES er ZS — éng 0. WE 
R: AO > EG ER 1 te, [ABATER m > elmi p E TEEN 
用 — rt e FER — AA ue E I Gra A — le, 
如 果 除 首 项 系数 1 Dat, A an, ge WER, WARI — e DI 


E 
1 TT 


§ 68. Sne 


EK 是 一 有 序 域 , MEK HERAA, MEM 
的 元 素 全 小 于 或 等 于 区 中 某 一 固定 的 元 素 s, A * 称 为 M 的 一 个 
上 界 : 而 吐 称 为 有 上 界 的 。 如 果 有 最 小 的 上 界 CREARA M 
LI. FREE dr T RRES, 

在 有 理 数 域 了 中 ， 共 不 是 每 个 有 上 界 的 集合 都 有 有 上限。 M: 
M ERARE 3 的 正 数 的 集合 ， 每 个 平方 大 于 3 的 正 数 都 
EMER, rénbkasTrz 的 数 , 因为 2 一 3 在 中 
是 不 可 多 的 。 如 果 r EEA, > 3, 那 么 总 有 一 个 远 小 的 
正 有 理 数 , 它 的 平 为 仍 > 3。 这 就 是 说 ,对 干 每 个 中 的 上 界 痢 有 
一 更 小 的 上 界 , 因 而 上 限 不 存在 . 

REER RREN, 对 于 每 个 有 序 域 KK 都 能 找到 一 个 有 序 扩 
域 吕 ,在 其 中 每 个 有 上 界 的 非 宏和 集合 都 有 上限 ， 如 果 区 特别 就 是 
有 理 数 域 , 那 么 日 将 是 熟知 的 “实数 " 域 。 在 各 种 分 析 基 础 中 所 熟 
悉 的 域 昌 的 构造 法 中 , 我们 这 里 条 取 Cantor 的 用 “基本 手 列 "的 攀 
sert, 

由 有 序 域 K 的 元 素 a a o ARREA ln ER 
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列 [ast MRT K 中 每 个 正 的 s 都 有 一 自然 数 # 一 ale) 使 得 
(1) lap aal Se 对 于 P>ng>n, 
Trg =n t i, 由 《10 推出 
la| se jaa] + lap — agl zial +8 =M p>n, 
ALR TRAA A EARN TA, 
菇 本 叙 列 的 和 与 积 定义 为 
En S an È fat ds = des, 


TU El RR eu 2. ENAT: A e A m E 
Las — azl < 二 对 于 pD ms, ms 


KE m {E 
1 — 
1 一 对 于 pn zm, qg D fn 


DR ab a Da PEKA, Bu 
(Las + bp) — Cag t Bo)l ee 对 于 p>n,g>n. 
EHEHE, A M 与 M, 使 
lap| €M 对 于 za 
d| €M: 对 于 p> nn, 
ZStRZSSIeëa zm bal zz më 


E b 了 
Lon — aal = zM, 对 于 Pi 


LG Fi rr 
[bo bol < ug 对 于 pa, dn, 
1 


SHARA | 如 | Sal 即 得 


& e r 
japp — agbe] < S 对 于 p>n, g>, 


E rr Fr 
lasbp 一 ape| < 5 对 于 Pn së 8 


e 277 e 


DH. Ana 是 与 关中 较 大 的 一 个 :区 有 
[app — agè) ee 对 于 p>nqg>n, 

基本 氢 列 的 加 法 与 乘法 显然 适合 环 的 全 部 公理 ; 因 之 ,基本 氢 
列 粗 而 一 个 环 o, 

KATR PRERA (a), 也 就 是 对 每 个 8 都 有 有 # 使 

la| <. 对 于 pe: 

PA—TERRAL, REREN: 

aH, 如 果 [a 与 {286} 是 零 斤 列 , 那 么 对 于 每 个 8 有 nm 与 
m 使 


1 

[a| <e 对 于 P Zus 
1 

bi 对 于 p> as, 


, DS, as Ba 与 a rbëstn- rt, BE 
Les — Aal <e SE pn; 
从 而 Io 一 bel DESS XinÈ {ap} Bast, {cp} 是 任 
St eu, OH 2 260 CM {E 
(ol CM 对 于 pizza, 
HEHEA e E n= ale) e ai, A 


EN A 对 于 P zm, 


由 此 推出 
laser] <8 对 于 p>n; 
从 而 1escs} E 
FRR o/u 称 为 2。 RIKEN, Op Ap, 这 就 是 说 , 在 
0 中间 余 式 
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(2) ax = 1m) 
HT euni AR, "Ri: o ETTR, 也 就 是 基本 和 叙 列 
{s 1, c}. 
一 定 有 一 个 与 一 个 了? 盖 0 使 
Lal np 对 于 >an, 
因为 假如 对 十 所 有 的 # 与 所 有 的 7 > 0 都 有 一 个 9 E 
[aa] = 43 
HAI TANER y RIPLET IARR GEES EK ce p >n, 
q >n 
| ap 一 az| €, 
EJERE ETAHI p > n A 
E = A8: 
NEI, RA (ep) KR SE. BERTA, 
DUBOIS Lap} 中 eu, e aa TAR g, 202. Dr pg 
RAER rn 的 同 余 类 中 。 仍 用 4， e ge 来 表示 这 二 个 
新 的 元 素 g, 于 是 对 所 有 的 PRE 
1ap| ën, 特 开 地 ge = D, 
现在 [ap Eea, AAA e 部 有 一 个 * 使 
[ag 一 人 | < e 对 于 pn, gn, 
RRT pm te nH ap aar) I e, WARE 
|as] >y 5 |a) = y BU 
|a 一 ap| = |apaglapt — ag) | I er, 
这 是 不 可 能 的 。 因 之 有 有 
(asi — a| se 对 于 p>nmg>n, 
AEEA (ap) 显然 就 是 辐 余 式 (2) 的 解 ， 
域 号 特别 邮包 舍 那些 由 形式 为 
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Ma Arben sbibebikiet erun 


{a, a, a, >te} 
的 基本 叙 列 所 代表 的 模 m Dees 七 悄 组 成 一 个 与 长 Sien 
AFEK; 因为 PETER a 都 对 应 于 一 个 这 样 的 同 余 类 ， 
不 同 的 < 对 应 于 不 同 的 同 余 类 ,并 且 和 对 应 于 和 , 积 对 应 于 积 。 如 
果 我 们 现在 把 KK" HTA S K 的 元 素 等 同 起 来 ,那么 只 就 是 相 的 
一 个 扩 域 . 
E Al ap) 称 为 下 的, 如果 在 KRrië-e 0 同时 有 一 个 

ei? 

oer 6 对 于 pn, ! 
ANIER EA dën En ai RR Caen, tr (Cp la) 与 
ARRA b) 的 和 也 一 定 是 正 的 ; 这 一 点 可 以 证 有 明 如 下 ， 选 一 
足够 大 的 二 使 

ap ST pn, 


DEET DG EEN 


直 此 朗 得 re + be > e Tan, 因而 在 一 模 n 的 同 余 类 中 
只 村 有 一 个 叙 更 是 正 的 ,所 有 的 都 是 正 的 ， 在 这 个 情 并 , 这 个 司祭 
类 布 刁 列 称 为 正 的 。 辐 余 关 各 称 为 负 的 ,如 果 一 不 是 正 的 . 
如 果 la 与 {一 al 都 不 是 下 的， 那么 对 每 个 s pn 与 每 个 
六 有 一 r+ >n De nië 
a SE 与 asp, 
GENEE EE 
e 一 a| <= Sy 
首先 取 g = r II p HIE > e fär 
ap = (ap gel Les ëtess Ae, 
表 取 4 一 :而 为 任意 > 下 的 数 就 有 
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— ap = (aga — ap) — a, Ets 28, 
JATI 
la| sie XR p>n, 
因 之 {ap} ERRA, 

AERAR, eA {ap} 是 正 的 或 者 {1 一 ap} 是 正 的 或 者 Lop1 
- SE 2. ZADAH, AMA n 的 每 个 同 余 类 是 正 的 聪 者 
所 的 或 者 是 辕 ， 因为 正 的 同 余 类 的 和 与 积 还 是 正 的 ,所 以 得 出 畏 
E 

OR TEAR, 

我 位 江 即 看 出 , 下 在 如 中 仍 保持 原来 的 顺序 . 

ARRA ap) ELR a, WA {5} 定 艾 元 素 有 日 ,那么 由 

ap = bp 对 于 pn 
BIR o => B, WHU, ap, 68 -e> 0, TETH a 
[5 一 ap) 就 有 一 个 8 与 一 个 mm 使 
bp ën e E D 对 于 fm 
在 这 里 取 p= mm + n, BEREE a > 因子 盾 。 但 是 值得 注音 ,由 
ap > bp 并 不 定 推出 > B, 而 是 推出 wx B. , 

由 于 每 个 蕊 本 和 斤 列 都 是 有 上 界 的 ， 所 以 对 于 旭 中 每 个 元 来 炙 
都 有 br: HE WEK ERRER AFF, MA 
对 于 5 又 有 一 个 比 定 大 的 自然 数 ar 从 而 对 于 每 个 o 也 就 有 一 个 
> RIES. D 是 阿 茶 米 德 有 序 的 . 

ZER 9 PRPA IEAA vam, aalen zip 
Ra. TRARA AAE MRR Je) 模 这 个 理想 同 余 
TARRA Lei, DD fear 一 el Rea a, MARTIR, Za ai 
dart 收 项 于 极限 x, ELH 

lim ap =a DES Sé lima, =a, 


Ca 
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K Vuë aile) 一 方面 根据 定义 就 代 表 上 是 的 元 素 , 另 一 - 
FE EuT ARRO HAERA A KEARE p, REA 
RER: ARAY (ap) EL OIER a, M im as a, HERPA 
到 , ET O PEIER e EH K 的 一 个 正 元 索 e 比 它 小 , 而 对 
于 ef 有 一 个 2 使 得 ,对 于 所 > 盖 mg >n DA 

[ap — gel = e 
RME, ap 一 ag E ag — ap 都 比 s' 小 ， 根据 上 面 所 作 的 就 明 ， 
由 此 推 旨 a 一 a 与 a 一 oe ie e, 因而 
Lon — ol e's. 
于 是 lep ol ERRA, 

我 们 现在 来 证 明 , 通 过 洗 本 撤 列 域 如 不 可 能 再 扩大 ,每 个 基本 
RA {av} 在 98 中 已 释 有 极限 了 (Cauchy FOE AER, 

匡 明 中 我 们 不 妨 假 定 ,在 手 列 {mp} 中 相 邻 的 责 个 元 素 mm apr 
总 是 不 同 的 。 假如 不 是 这 样 , 我 们 或 者 可 以 选 出 一 个 子 令 烈 , E 
由 那些 与 加 一 不同 的 mo 坦 成 ,于 是 由 子 亿 烈 的 收 歼 性 立即 推出 整 
个 各 烈 的 站 艇 性 ， 或 者 就 是 氢 列 fa 由 划一 个 位 填 江 始 是 常量 ， 
ge = oeäip > n; 这 时 ,自然 有 lime -= o 

E 

os = api | = Ep, 
因为 la) Eike, PTA fep} ERRI, WREE, 
tp 2 Ù, 
对 于 每 个 or 我 倘 现 在 选取 一 个 近似 元 素 sp, 它 具有 性 丑 


|ap 一 op| < ep 


1) 芽 明 的 前 一 部 分 只 是 汶 了 青 定 地 葵 出 一 个 零 缉 列 , 它 在 下 面 要 用 到 六 阿 基 米 
德 的 精 形 ， 我 们 就 可 以 简单 地 取 8p 一 2- 了 ; CERNEA RRR ETEA 
Doten, Swing, (ir RERAN. 
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这 是 可 能 的 ， 因 为 ap 本 身 就 是 由 一 个 以 mw 为 极限 的 基本 叙 列 
Jan: apa t d HEX, Kee Zb S 部 有 一 个 sg 使 


Lex — gel ee? 对 于 pm, g> 
以 及 有 一 个 使 
oi 对 于 ss, 
如 果 n ikta 与 ”中 较 大 的 一 个 ,那么 对 于 p 记 ng >n, 三 个 
ai lar al, lap 一 | 5 Jas — al 会 小 于 二 e 因 之 


EE | ap — ap] + Jos a| 十 jas 一 agl 


et -e kee, 
3 3 5 


于 是 a AK hitia, EEN ORATE w, A 
Lo) BETERRI RH TERA] [er 一 ap AM EITA +A 
FERRER w, 

我 们 现在 要 来 对 于 发 是 阿 基 术 德 有 序 的 , Dm o iE 
德 有 席 的 情形 , 旋 明 关于 上 限 的 定理 : 


ee. a s EM 的 一 个 上 界 ， M 是 一 个 >s RRR 
也 是 一 个 上 界 ), PERN 中 任意 一 个 元 素 而 产 是 一 个 全 一 请 的 整 
ZS, TÆ 

-mZ uM, 
对 于 每 个 自然 数 2 我 们 来 作 有 限 多 个 “在 一 m 与 M ei ae 
A: 2 江天 是 整数 ): 
— mm kR 2 E M, 

在 这 些 分 数 中 我 们 来 找 一 个 最 小 的 ,但 它 还 是 M én LD FER 
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分 数 是 存在 的 ,因为 允 本 身 就 是 一 个 . 
用 a; 表示 这 个 最 小 的 上 上 界 ， 于 是 a SST RRE D 
mAT g > pA 


(3) ap — IP < ag Ss dp, 
由 此 推出 
| zz — gel < 2, 
从 而 
(4) Lee — a) e AT 对 于 pP>n,g>n. 


Tä e 我 们 疮 人 能 找到 一 个 自然 数 鼎 > a 以 及 一 个 
2 站 > 6 1 于 是 有 2 <e, AZ RAT, {ap} 是 一 个 基 
本 氢 列 ,已 就 定义 了 有 中 一 个 元 素 中 。 由 (3) 还 推出 

ap — IP & o S ap 

a Son r ER RER, MATRA e R 
如 有 一 个 产 >w 那 么 就 可 以 投 到 一 个 数 如 > p al, TEA 
2 < 下 一 多、 把 上 面 的 十 等 式 与 ap 一 2 < w 相 加 , 即 得 ap < He, 
这 是 不 可 能 的 ,因为 we BR mon pr LS 

o 210 Ea o lb EE, az pa AR 7 
B Pp E2 <o o, 因为 ap rt MAEA, PA M p 
有 一 个 使 apm AS pn hjé H 

ge o Z Tse e, 
肯 与 上 面 的 不 等 式 相 加 郎 得 
dp WW, 

这 是 不 可 能 的 。 PZ o E M ERR, 

以 上 的 构造 法 对 于 每 个 有 序 域 下 给 出 一 个 唯一 决定 的 有 序 
攻 域 昌 , 当 下 是 阿 基 玉 德 有 序 时 ,关于 已 限 的 定理 在 0 中 成 立 ， 
SE 特别 是 有 更 数 域 ,那么 8 就 是 实数 域 ， 因 之 在 这 个 理 吴 
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中; 实数 就 是 有 理 数 的 基本 氢 烈 环 中 模 0 的 一 个 同 余 类 ， 
JE. 1. EURRBA TIER: 
D 如果 {ew} 5 {8r RGR 
to, + Bs) = lim ge + lim Ba 


lim tae = hm ëp hma By, 


b) DU lim Bs + 0 HEHEA Sa D, HU 
Dat Bs) = (lim Bei, 
ch 了 殉 竹 篇 列 的 子 能 列 还 是 收效 的 霸 有 相同 的 极限 ， 
每 个 厢 基 米 德 有 序 域 部 相 世 辐 构 于 实效 域 的 一 个 子 威 。 [| 域 四 每 个 
元 素 和 月 郡 可 以 袁 示 应 一 个 有 理 数 基 本 簿 列 的 极限 ,这 个 基本 舟 列 朵 时 也 定妆 
一 个 实数 片 ，B 一 8 SR ri! 
3. 每 个 实数 5 都 可 以 素 成 元 帝 小 数 


s = ag 十 > o n107 ( 这 就 是 € 一 lim dÉ H > el ` d 


pei 


(De ge ei 10), 
$69. SE PERERA 


发 P 是 实数 域 ， 我们 现在 来 考虑 实 变数 4 GIE DI OD, 
这 样 一 个 画 数 称 为 在 x 一 a 处 连 千 ， 如 果 对 于 每 个 e > 0 都 有 
8 > 0 使 得 

[Fa ti Mail 之 6 对 于 |#| 过 3. 

SS Raten, o ger E e (ES S 68 中 对 于 基 
ki SdinréCIECRR 1, 因为 常量 与 图 数 fx) 一 + 是 到 处 回炉 的 画 
数 , 所 以 所 有 的 * 的 多 项 式 独 表示 到 处 速 逢 的 两 数 . 

Weierstrass AA TRO AUE: 


+ F7 > 0 
E F? è èë A F A 


EE) GER EEN 于 


es 2 


是 有 三 个 可 能 性 : 
L Ke) > 0。 这 时 一 定 是 < > a 并且 有 一 5 之 0 使 得 ,对 于 
Oe Se d | 
Ife — A) — ell < e)s 
Hei Ken A Eie), 


fle — 4) >00, 
o> 对 于 cendre, 
因 之 e 一 8 是 健 fx) n pr pt ES Ee BREE 
界 , 所 以 这 个 情形 不 可 能 ， 
2. eise, 这 时 必 有 < 和 兰 且 有 一 56 盖 0 司 得 ， 对 于 


0 一 4 一 3 EE 


fe Ai Meier Mei, 
jle +A) O0, 

于 是 。 就 不 是 使 f(x) <0 的 x 的 上 界 了 ， 因 之 这 个 情形 也 不 可 
CH 

3, Ke) = 0 是 仅 有 剩 下 的 情形 ,所 以 Ho ARA <。 

Weierstrass 的 关于 多 项 式 的 雾 点 定理 是 所 有 关于 代数 方程 的 
实 根 的 定理 的 基础 ， 以 后 我 们 将 要 把 它 推广 到 实数 域 以 外 的 某 些 
BE ANE SIR RAR E 这 一 节 中 以 后 的 定理 全 部 只 
依 问 于 关于 多 项 式 的 Weierstrass B AGEM, AI ERITAR 
一 般 的 域 也 成 立 ， 

mp TA DD E A 一定 
GE 

SE E (Dln, z > 14-2) 


WELL 


B ep d 0. 

H an bt = Ga A enl d ah kee t bal 
知 ; 当 4 D> b DiR a D> bn, 因而 方程 x" 二 d 内 能 有 一 个 正 实 
根 ， 这 个 根 用 VY 2 来 示 , 当 a= 2, 简写 为 V4 (ZE A 
Vo =o 由 a 沁 上 5 全 0 也 推出 Va > V5 ,否则 ,假如 We e 
W 2 ,就 要 推出 a sit, 

2. 和 个 奇 次 多 项 式 在 了 中 有 一 个 零点 

因为 根据 § 67 的 习题 2, 有 一 个 MIMI 0 而 六 一 MD) 
10, 
数 的 定义 ,所 证 计算 就 是 求 任意 与 之 至近 的 有 理 数 , 

在 $67 (习题 2) PRELE, 如 何 求 fx) 实 根 的 界 : 如 
果 

Zei = en Lais E ës 

mMSIElelt-tlel PEEKAA 92 fei 所 有 的 
根 全 在 MSMzm Mim 2 RKK) THARE, 
还 称 为 M ,然后 我 们 把 区 间 一 M < x < M 用 有 理 的 中 交点 分 成 
任意 小 的 部 分 MRRP rett RER ,在 陋 个 答 定 的 界限 
之 间 帘 再 有 多 少 个 根 ,那么 就 能 断定 根 企 那 几 部 分 之 中 .。 把 根 所 
在 的 区 疝 再 进一步 分 割 ,我 从 就 能 得 到 实 根 的 任意 近似 的 值 . 

一 个 判别 在 两 个 输 定 的 界限 之 间 有 多 少 个 根 或 者 是 全部 有 多 
少 个 根 的 方法 是 

Sturm 定理 。 PARE EIRE X = f(x) 控 下 面 的 办 
GEET 

X 一 了 (x) ORME) 
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A = WI 一 As, 


(1) "TT ADE CRE), 
X r} = Q, X, 
对 于 每 个 不 是 f) "ën 4a; 设 wla) 是 数列 
Steil, Zei, » X, ka) 


BIERO, AR bH e 是 任 营 的 数 , o ee (x) 为 


WW WW 
ect — wle). 

EARRA X, Xo tts X WA f) 的 Stum A. 定理 就 
San, ZA h ce SS ANRE S e ER e t Sturm 租 的 变 
ERROA, 

证 SR. 最 后 一 个 多 项 式 X, 显然 就 是 X= 二 f(x) 与 Susi Lei 
的 最 大 到 因子 。 如 困 拒 Sturm 粗 中 的 多 项 式 全 用 XX; ATRA 
fx) 就 不 下 有 重 的 线性 因子 ,而 对 于 非 需 点 的 < 并 不 影响 变 号 数 ; 
DE THE, Sum 组 中 每 一 项 的 符号 或 者 全 不 变 或 者 全 反 个 
号 ， 因 之 在 就 明 中 我 们 不 妨 假 定 Surm 和 组 的 最 后 一 项 是 一 个 非 震 
常数 ， 这 时 ,Sturm 租 的 第 二 项 就 不 再 是 第 一 项 的 微 商 : 管 如 z 是 
f(x) DÉI SS. GU 

) X = f(e) = (x — dletei, gld) #0, 
Xi 一 了 (一 区 一 人 人 (xz + (x — dg le, 
于 是 消去 因子 x 一 2 一 之 后 序 得 


1) rte 的 符 革 是 指 二 ,一 或 者 0, 就 看 。 是 正 的 ,还 是 贡 的 或 者 0. 在 一 个 
仪 由 符号 十 与 一 粗 成 的 狂 列 中 , 一 个 十 紧 按 着 一 个 一 或 者 一 个 ~~ 聚 接着 一 个 十 
称 鸭 一 个 变 吕 ， 如 果 还 有 0 出现 , 痊 放 和 握 变 号 时 就 阐 单 地 把 安 略 去 . 


” ARA” 


X = (x — dgl), 
X, =l- gle) t Ca d)g x), 
FHEAR d's, d... MATARO ERATE, 修 政 过 的 Sturm 
钥 的 多 项 式 仍 用 处 = Xn Xo ttt X, BR, 

在 这 个 假定 下 ; Sturm 姐 中 相 邻 的 两 项 不 可 能 有 有 公 根 。 否 基 ， 
SZ Xka} 与 Kraka) 同时 等 于 需 ， SR (1) 就 可 以 推 知 ， 
ea) X Ca) BARR E xX, = SÉ £ O, 

Sturm H Oh ZS AREARE A S e e AAEE, 
Sr EG RE, XARA X, ETAR RS Weierstrass 
2 AERA Aan, EETA RA Sturm 组 中 多 项 起 全 不 变 
Eo Dm wla) 也 保持 不 变 。 因 之 我 们 只 需要 考察 数 te) 在 
Sturm 租 的 某 一 个 多 项 的 零点 了 处 如 何 改变 ， 

Binme d E XO kL 7) E 

l Xim 一 Dën Zus 
ZS Xii(2) 与 Xintd) DER AZ Xi 与 Xin EA d BHR 
的 两 个 子 区 间 上 也 反 号 . .现在 不 基 X 有 什么 符 导 (十 , 一 或 者 
0), Rui au 之 间 的 变 号 数 闪 是 一 样 的 :一 定 是 一 谱 变 号 ， 因 
之 你 过 点 4 时 数 wla) 根本 不 改变 . 

FER: d 是 Fx) 的 寄 点 ,按理 始 处 作 的 襄 朋 , 辟 如 

X = Çx — digtsi, gld) #0, 

Xi = Fe gle) + Exc dis Lei, 
这 里 ! 是 一 月 然 数 ， KEA 4 Ab, Dm d 为 端点 的 两 个 
子 区 间 上 的 符号 都 等 于 g(#) 的 符号 。 而 X 在 这 些 点 的 符号 就 是 
Cx 一 4)g(2) ëng, DZ a< d, E Ziel 与 Re) 之 六 有 
一 个 束 号 ,而 对 于 a > SET SES ER Sturm 租 中 其 余 的 变 号 在 
多 过 点 4 时 保持 不 变 , 这 一 点 上 面 已 稳 趟 明 ， 因 之 在 释 过 点 4 时 ， 
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数 wla) SI 这 就 旋 有 明了 Sturm 定理 . 

旭 果 我 们 要 利用 Sturm 定理 来 决定 Ke) 不 同 的 实 很 的 名 数 ， 
那么 必须 取 下 界 5 与 上 界 c 使 f(x) 在 x 过 5 处 与 x e 处 不 再 
有 根 。 譬如 襄 , 就 可 以 选 5 一 一 MM 与 c 一 M.。 更 简单 一 些 是 选 
取 上 5 与 使 Sturm 租 中 多项式 在 x CC E Ps ebkZ ER, 
PE, Sturm 和 胡 中 多 项 式 的 符 基 就 可 以 由 它们 首 项 系数 的 符号 决定 : 
eu" 十 wx” 十 :对 于 非常 大 的 x 与 on 同 号 :对 于 非常 小 的 ( 负 
Diir 与 (一 1)"w 问号 ， 至 于 2 与 < 完 葛 需 昌 多 大 的 问题 在 这 里 
是 无 需 解 决 的 : 我 们 只 要 把 Sturm 租 中 多 项 式 的 首 硕 系数 m 与 次 
数 痛 算 田 来 就 行 了 . 

AIS. 1. REZAR 

划一 5x2 十 St 一 8 
实 根 的 个 数 ， ARE A . 

2. AR Surm 壮 中 最 后 两 个 多 项 式 Xr Xi 的 次 数 是 1， 0 那么 常数 
X, (REEE E: 只 是 符号 是 有 关系 的 ) 也 可 以 芝 翌 未 算出 :部 把 X, 的 
Si A — rt, 

3. 媳 果 在 计算 Sturm 租 的 过 程 握 出现 一 个 Xe CENTS BR tree 
MRLE PERMA Sturm 得 就 可 以 算 到 这 里 为 止 ， 我 们 也 可 以 从 某 一 个 
Ze 中 消去 一 个 恒 正 的 因子 ,然后 由 这 个 修改 过 的 SETH, 

4. 在 Sturm EPER TERA H ARR AAR eu Tarte 的 一 个 因子 ] 在 jC*) 
”两 个 相 邻 的 横 之 并 一 定 变 号 。 证明 ? 因 之 在 fx) ERR F O ER 
DIR (Rolle 定理 ). 

EE 合 n 
HE — Fla) — FIÒ 


b —a 
Le 
Ka) = Ka) — FP IO (eo) ein. 
6. ARC o e pE f(a > 0, 斯 fz) EIA PE 
WREE) < 0, RU Ae) 是 下 降 醒 数 ， 
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7 PIAR fol EEDEN e es 所 5 中 有 最 大 什 与 最 小 值 ; 它们 或 者 
EPO) 的 鱼 点 处 或 者 在 端点 e 5 处 达到 ， 


$570. S Æ A 


启东 我 全 在 实数 域 卫 上 添加 在 了 REISA t1 的 
一 个 极 i, RE a = Pli), 

DA F ETRRAIR PO AEE ARC a E, (CR 
Poraa e e Ee T E RAe. wA, e 
的 数 域 等 等 的 合意 就 清 禁 了 ， 按 § 38 pE, AETA 
一 个 域 A, 定 包 售 所 有 的 代数 数 域 . 

RPR KAEN : 


二 + F? È 是 ù g A E č E ë k ë U ë o ë um 


we Gë = ç + dile, d BO ere RE 
le + di =a + bi, 
这 就 是 讲 , 满 足 条 件 
Cl di zs ge Zed =b, 
由 这 些 方程 推出 :(c 十 PPS wi LAG, MN ei HES ai E Ai 
再 根据 第 一 个 条 件 我 们 决定 c? 与 让: 


-2 一 fz 二 va 二 
2 > 

pa Eet éi 
2 + 


AmE ER 之 0, Z Frang Gem. GA 相 
MENI 

def = ei p (a + Al Ai 
因 之 由 后 一 个 条 件 
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Zed = Š 
AMER e 与 4 的 符号 . 
由 所 证 的 精 论 扒 知 ,在 复数 城中 二 次 方程 
sei Lëpstez D 
旦 可 解 的 ,只 要 把 它 化 成 形式 


因 之 , 解 昨 


这 里 ww SE ERR Ai 一 z — g 的 任 一 个 解 ， 

“代数 装 本 定理 ", 更 恰当 些 称 为 复数 理 答 的 基本 定理 ,如 明 了 
在 城中 不 但 是 二 次 方程 ,着 且 每 个 非常 数 的 多 项 式 fz) WAF 
DI 

lk E HE e Eé AEPA PI E Ri Sept H, E Ri ée, 1 
BIER 1(z) 没有 复 的 者 点 ,那么 


5 = ole) 
就 是 一 个 在 整个 Fm EEK, 而 当 一 co 时 它 旺 有 界 
的 《 禁 至 是 乾 向 于 需 )， 因 之 根据 Linaville， 它 是 一 个 常数 ; 于 是 
ix) 电 就 是 一 个 常数 。 


AE Ae EE KE GEET A SE pi) a 
SC e E EISE 
Odd 一 pls) TP) 


z 


它 与 ofs) — PEE t e EIER Zë. pe R A 
EPRD kt Skier SS, 
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{2a | oRes) — p0) jed = 0, 
X z 0 


但 是 对 于 足够 大 的 玉 有 
Lei gel < 8, 
IL prei?) < IME, 
而 
p pdd = Deet On. 
国之 


| 327 将 加 | < zae, plo) 一 0 1 = #00) = D 
ZE. 

对 于 基于 定理 ，Ganss 给 了 好 儿 个 证 明 。 在 71 我 们 将 在 到 Gauss 的 
第 二 个 证 明 , 这 个 钼 明 只 用 到 和 详 煞 与 复数 一 些 最 简单 的 性 质 , 但 是 牵涉 到 困 
SEO ET, 

SCC ENEE 十 bi 的 稳 对 值 (el 定义 为 实数 

Lol = ya F P Vad, 

WE a EHARA, ESTEAR a 一 bi, 

显然 有 |a| >0, ERR a= 0 时 才 有 |al = 0, WH], 


VaBaB = Yad， BB ,因而 


C1) laB| = |a| - |8]. 
A TRENSA TRR 
ER la + 8| & jel + |8], 
RPTE H AREIA 
(3) 11 十 | 委 1 十 17|， 
如 果 a 一 0, 则 (2) 是 显然 的 ;大 时 am 天 0， 其 
je 十 有 一 el+e8)| = [all + on Bl 


< lej + feg) = lel 十 18|， 


1) iré C. Jordan! Cours d'Analyse I, SR, 202 真 可 忆 找 到 勇 一 个 简 . 凋 的 
SEH. H. Weyl ZZ Mi Z, 20 (1914), 142 再 上 符 了 一 个 站 现 的 赴 明 ， 
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H TRER (3), B y 5a t bi, 有 

ly] ei LA déen al, 
上 十 有 之 (十 了 XL 二 7 一 工本 了 十 ?了 十字 

一 1 十 22 十 上皇 委 工 十 3? + irl? 
一 《1 + |y”, 

内 之 

L+ yl si- yl, 
OBRERA Y (3), A MRE T CC". 


$71 SERIA EEA 


有 序 域 ,特别 是 实 的 数 域 具有 以 下 的 性 质 , 一 个 平方 和 只 有 在 
每 一 项 为 圭 时 才 会 等 于 堆 , 或 者 换个 说 法 :一 1 不 能 由 成 平方 和 ?， 
复数 域 就 没有 这 个 性 盾 ; 因 为 一 1 本 身 就 是 一 个 平方 ， 我 们 现在 
RREN ,这 个 性 展 对 于 实 的 数 域 以 及 《在 所 有 代数 数 的 域 由 ) 与 之 
共 琶 的 域 是 特征 性 质 ， 苦 且 可 以 用 来 输出 详 代 数 数 的 域 以 及 与 之 
闪 辊 的 域 的 一 个 代数 构造 法 。 我 们 定义 ”; 

一 个 域 称 为 形式 实 的 ;如果 一 1 不 能 表 成 平方 和 . 

形式 实 域 的 特征 一 定 是 老 ; 因 为 在 特征 2 的 域 中 一 是 p 一 1 
个 平 太 项 12 的 和 ， 形 式 实 域 的 子 域 显然 也 是 形式 实 的 . 

St Panne P EIERE AEEA P RIR 


E + y ų e è ç: è 4 ê E 6 ë È b 4 


D DECK rh 一 1 可 以 表 成 平 志和 E TE It EG 二 0; 国之 和 是 一 些 
不 合 为 等 的 平方 项 的 和 。 KEMAH ES 二 0， 其 中 有 一 个 h E0, 那么 用 
bi 除 每 一 项 ,再 移 项 即 得 一 1 = ei, 

D Se E Artin PO Schreier: Algchraische Konstruktion recller Körper 
(Ea AR, 46A, Math. Sem. Hamburg, E (1926), 83—115, 

32 我 们 宁愿 用 简短 的 名 称 “ 实 于 革 的 ”当代 替 现 沟 确 切 的 * 实 不 数 封 半 的 ”， 
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定理 1， Ginn 900 ie LA 
DS. 

设 P SEN ie, 21 ERR 

如 果 a 是 P 中 一 个 非 零 元 素 , 那么 o 亲身 是 一 个 平方 或 者 
— a 是 一 个 平方 ,这 两 个 情形 是 互相 排斥 的 。 在 P 中 平方 和 一 定 
是 平方. 

由 此 立 序 推出 定理 41 因为 葛 定 e > 0, 当 “是 平方 且 不 为 雳 ， 
显然 定义 了 城 P 的 一 个 踢 序 ， 莽 且 这 是 唯一 可 能 的 定义 ， 因 为 在 
任何 顺序 下 平方 一 定 是 六 0 的 . 

METRE P 中 元 素 的 平方 ,VY 是 多 项 式 2 一 7 的 一 个 
根 ,那么 POY) 是 P 的 一 个 里 代数 扩张 ， 因 而 不 是 形 试 实 的 . 
于 是 有 方程 


GEKACHT 十 有 
或 者 
—1=y a+ D BL Za" SI afin 
DEA r=| + 二 1 

这 里 om， PB 全 属于 P， hël mue, UV TRER 
FPT. 第 一 项 下 可 能 等 寺 震 ,否则 了 就 不 是 形式 实 了 ， 由 此 首 
先 推 知 , rf Porn eau be e HU 一 1 RRT ZE Zenn. 
这 就 是 发 ,如 果 T RE EE RE en, ARE: P 
中 每 个 平方 和 都 是 e 

更 在 我 个 得 到 

af 
Ka 
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这 个 表达 式 的 分 子 与 分 母 部 是 平 五 和 ,因而 都 是 平方 ;也 就 是 
一 YY 一 c RTP. mit a, PREA Yada 
7 二 六 与 一 7 = t RhA BE y o, EPAR 
ATAR, SUMA 一 1 = (&/c 站 ,这 是 不 可 能 的 ， 

根据 定理 1， Aa RTLA E AA KAHAR EETAS, 

BHL 在 实 封 阴 域 中 ,每 个 闸 交 多 项 式 至 少 有 一 个 堵 点 . 

定理 对 一 次 和 多项式 是 显然 的 。 假定 它 对 于 Co Där Ar E IR 
式 已 证 ; 设 fw) 是 一 nls > L, 奇数 ) 次 多 项 式 。 如 果 f(x) 在 这 
个 实 封 开 域 PP 由 可 和 锡 , 那 么 它 至 少 有 一 个 次 数 二 n 的 奇 次 不 可 莉 
因子 ,因而 在 下 中 有 一 根 ， 申 假定 A(x) 不 可 葛 , 我 个 现在 来 推出 一 
"TZ Ba 是 f(x) 的 一 个 形式 文 加 的 考点 ， Pla) 不 是 形式 实 
的 : 因 之 我 们 有 方程 


(1) — 1 = > (Pure) ), 


这 里 oe) 是 系数 在 了 中 次 数 最 高 为 w 一 1 的 和 多 项 式 ， KEDER 
得 一 -恒等式 


(2) 一 1 一 (Pl + fr) g(r). 


Pi RAER, 因为 最 高 项 系数 都 是 平方 ,加 起 米 不 可 能 消 掉 ， 
并 且 灵 数 大 于 震 ， 否 则 (1) REKREA, 因 之 g(x) 是 一 次 数 
所 = 一 2 的 奇 次 多 项 式 ; 由 归 炳 假定 glx) 在 P 中 有 一 根 a. 把 a 
ICA (2) 即 得 


-1— 3 (po)y, 


这 样 就 得 出 了 子 盾 。 因 为 pla) 全 是 了 HER, 
TEI 实 封闭 的 成 不 是 代数 封 妆 的 ， 悍 是 在 添加 了 之 


WEI 


后 所 得 的 域 ?是 代数 封 关 的 . 
前 一 年 是 显然 的 。 AAA 2 十 1 一 0 在 每 个 形式 实 域 中 
Sr Son, 
RaT EEE, 
定理 Ja, Get AH K 中 ， PTER TA 


RIEKER EKG) 中 每 个 元 素 都 有 一 平方 根 , 因而 每 个 
RJA EA ARR, 这 个 证 朋 与 $70 中 对 于 复数 域 所 作 的 完 
全 一 样 . 

ARH $62, 23 TRER KC) 的 代数 封 了 朋 往 我 们 只 要 证 每 个 在 
K 中 不 可 物 的 多 项 式 fx) WEKO) PHAR BjO) 是 一 无 重 
痕 的 #4 次 多 项 式 , IER n = ma, 9 奇数 。 我 们 来 对 亚 作 归 炳 法 ， 
假定 每 个 系数 在 komment, EIKA Zei SES, 
但 不 能 被 2" 整除 , 在 KCO) 中 有 根 . 《根据 定理 的 假定 ,和 一 1 时 
don IS oo, og d, 是 Fx) Œ K Ap hp, 2 


择 K PIR e 使 得 从 2 一 也 AF a + ela H DFS 

bin delen, EE ENEE A 
数 为 从 = Li AR, perma e, HADA — AE 
KC) 中 , EARE oan, + cla 十 a). Ze 所 适合 的 条 件 , 我 们 有 


(参看 $43) 
Kí am, o + ad = Kí am + cla + addy 
AZ a 与 可 以 由 在 (i) 中 解 一 个 二 次 方程 得 出 


D ba, SKIL 的 极 . 
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由 定理 3a 同时 由 推出 , 复数 域 是 代数 村 下 的 ， 这 就 是 代数 
E WE $70), 

定理 3 on BR. 

定理 4 如 时 一 形式 实 域 区 ERMI i 之 后 成 一 代数 封闭 
RAMAK Een 

证 明 ， 在 下 5 KC) Sib, DS 及 本 身 与 
KC) 之 外 下 GëHtCëtTCchHOE KOG) 不 是 形式 实 的 ,因为 一 1 
ZER St Rm K REE PRIES. 

由 定理 了 特别 指出 ,实数 域 是 实 封 的 ， 

Str SECH DOSS K 中 的 方程 并) 一 0 的 根 一 定 在 KC) 
H, ARETHA K 中 , 那么 出 更 的 一 定 是 一 对 共 罗 (对 于 起 ) 
iR. AHE a 十 bi EAR, PRAILE a 一 Bi。 ERETO 的 
APERIRA EN TAEAE, HA G) GER K 中 不 
P RIRES Ke 

我 们 现在 已 多 骼 能 对 于 任 音 的 实 坷 闭 域 来 证 明 尘 于 黎 项 式 
的 Weierstrass 零点 定理 

San RIO 至 二 条 数 在 实 封 明 域 P deed, 6 
E P TIRA Ka) < 0, O > 0 FEP PEE D ZM 
的 元 素 “ ME e) = o, 

Sab EEE RAR, 700) 在 P PARERE SA R 
二 次 的 因子 。 不 可 欧 二 次 多 项 式 -t px 十 4 Æ P 中 永远 取 正 
值 ; 因 为 它 可 以 写成 {z +Y + (a 一 如 ,其 中 第 一 项 一 定之 0 
而 在 不 可 和 瑶 的 假定 下 第 二 天 是 正 的 。 因 之 ten EE Raie E 
由 某 一 入 性 因子 的 变 号 造成 ;所 以 它 在 a 与 5 之 有 有 一 个 根 . 

根 撕 这 个 定理 , 所 有 在 $69 中 由 Weierstrass 零点 定理 得 出 的 


WER 


推 葵 对 实 扼 表 域 也 成 亦 ,特别 是 关于 实 租 的 Sturm 定理 , 
最 后 我 们 来 证 及 
定理 6 EE a AR K 是 EH K RT A K RE 


DANSEN A EE 


Tt 


(3) — 1 = KA 


的 方程 成 立 就 行 了 ， 其 中 o E K PECH, & 是 民 pAr. 
假 超 有 这 样 一 个 方程 。 在 这 些 &, 中 自然 只 能 出 现 有 限 多 个 溧 加 
到 K 中 的 平方 很, 璧 如 说 是 Yay an Ne IARA 
程 (3) 中 我 们 可 以 选择 一 个 使 + 有 最 小 值 的 ，[ 一 定 有 + >l, 
为 在 下 中 形式 为 (3) 的 方程 不 存在 .] 每 个 6&6 可 以 表 成 总 一 加 十 
Ca ee rh a Co ERC as V mw Yama) 中 ， 于 是 我 们 
有 

(4) 一 1= Seant D catita D ont., 

如 果 《4) 中 最 后 一 项 为 零 ,那么 (4) 就 具有 (3) AER AR 
方 根 的 个 数 小 于 +z。 MURT, MAy a, DEE KI A an, 
yaen) 中 ,于 是 C3) 可 以 改写 ,使 其 中 出 现 的 平方 展 的 个 数 小 于 r, 
在 任何 情形 下 我 们 的 假定 都 引 田 矛盾 . 


JM. 1- 全 体 代 数 数 所 成 的 域 是 代数 和 圭 闭 的 ， 实 代 汐 激 所 成 的 域 是 
实测 并 的 . 

2. Sei 郝 代 数 地 构造 的 域 £ 的 代数 千 关 的 代数 朱 - 域 与 代数 激 的 域 
An, 

3。 设 P EARR RE 上 实 的 代数 狐 的 域 。 了 是 实 封闭 的 ， 

4， 如果 P 是 形式 实 的 ，: 对 于 了 是 超越 的 ， 那 么 bt) 也 是 形式 完 的， 
[如 果 一 1 二 gpl?, 那 公用 PP 中 一 个 适当 的 元 来 来 化 1.] 
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§ 72， 关 于 形式 笑 域 的 存在 定理 
定理 7. "GK EE 2 是 K 上 上 一 代数 圭 妥 十 于 


ep 我 倍 订 以 | BRE 2 Æ RFB € 7), 这 个 良 库 必 须 与 
-一 诈 所 恋 的 序 区 别 开 ( 且 不 可 能 成 一 有 有 序 域 ,因为 一 1 是 一 个 平 
Zei, DS a 在 这 个 上 良 序 下 前 于 5 我们 现在 礼 为 a ob, 

我 倘 合 全 中 每 个 元 素 4 与 总 的 再 个 子 域 P23 对应, EM 
下 面 的 递归 定义 关 和 柔 叭 一 决定 : 

1. P, 是 民 与 所 有 的 Eb < oa) 的 和 . 

2. Ee 一 Pa), P/al 是 形式 实 的 ,否则 3 一 P. 

最 后 我 们 定 父 PP 为 所 有 甩 , 的 和 ， 

我 们 更 在 要 来 诗 明 ,所 有 的 Ps 以 及 PP 都 是 形式 实 的 ， 假 定 对 
于 所 有 的 Pr, b< oo, Aii ORR CERA P 时 就 对 所 有 的 P, 
ERE) 我 们 指出 :如 果 Ps 是 形式 实 的 ,那么 E 也 是 (3; 的 定 
X), din K 以 及 所 有 的 Esh < oa) 是 形 记 实 的 ,那么 它们 的 供 
Ps 也 是， 因为 如 果 在 P, 中 有 一 个 走 示 一 1 一 Bal, 那么 这 些 a 
一 定 全 部 属于 其 一 个 Ee 由 超 限 归 蔽 法 推出 ， 所 有 的 P, 是 形式 
实 的 ,从 而 PP 也 是 形式 实 的 . 

ie a EARI, ETAT P, 于 是 4 也 就 不 属于 E, 
因而 了 ce) 不 是 形式 实 的 , 当然 P(a) 也 不 是 形式 实 的 。 只 有 
对 了 是 代数 的 站 可 能 ; D'Hal rh GK Rm 
式 实 的 (4 71, 习题 4)。 因 之 吕 的 每 个 元 形 对 于 P 都 是 代数 的 ,这 
RES, OXT P ERZ, AA a 可 以 取 P 以 和 外 的 们 中 任意 一 
个 代数 元 崇 , 上 所 以 P RAAE tEh k P) 是 形式 实 的 , 从 而 
P EXHAR. HE 3《$71), PC) 是 代数 料 并 的 ， 央 而 就 是 
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旭 。 这 就 证 明了 定 进 , 

注意 。 ”在 许多 重要 的 特殊 情形 ,如 是 可 数 范 窍 的 , 因 之 不 需 
HJH RFE, 例如 , 呈 是 代数 数 的 域 辟 者 如 对 于 这 样 的 域 上 共有 
有 限 的 超越 次 数 . 

定理 7 前 一 些 特 殊 情 形 以 及 过 接 排 论 还 们 得 特别 号 一 下 . 

定理 7a.。 对 于 每 个 形式 实 域 K 都 (至 少 ) 有 一 -个 实 封 并 的 


只 要 在 定理 7 中 把 e 取 作 K 的 代数 封 阴 的 代数 扩张 就 行 


定理 Th。 每 个 形式 实 域 可 以 被 ( 圣 少 ) 一 种 方法 定义 成 有 
Ke? 

CNL AE ECKER ECKE 推出 . 

BIR O EEE Die DEI ER E, ZC ez dap K 
ECK ZEN ee 

定理 Ve. FEES FAREA 2 RERE) 


对 于 有 序 域 ,定理 7 TAMAN: 
定理 DIE KEAT, MA K en 着 且 除去 等 


ù ù è+ ù A 
省 + + ù EÈ k à è è: _ŭăp A F k F 


证 明 ， ”和 在 定理 6 中 一 样 , K Arh Km KANAE 
元 素 的 平方 根 所 得 的 域 。 瑶 卫 是 并 的 一 个 实 封 闭 的 代数 扩张 . 
根据 定理 7a 这 样 一 个 域 是 存在 的 ， 因 为 KK 是 形式 实 的 ， 下 对 于 
K 是 代数 的 并 且 P 卫 的 顺序 是 KK 的 顺序 的 一 个 开拓 ， 因 为 K 中 正 
EREK 中 都 是 平方 , 在 P 中 当然 也 是 ， 这 就 证 明了 这 样 一 个 域 
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P 的 存在 ， 

廊 P* 是 的 第 二 个 实 封 表 的 代数 扩张 , 它 的 顺序 也 是 监 的 
一 个 开拓 ， 敲 其 gw) 是 柔 数 在 民 中 的 一 个 (不 一 定 不 可 移 ) 儿 项 式 ， 
:Sturm 定理 使 我 们 在 K 中 融 可 以 断定 f(x) Æ Pas P* pAg 
个 根 ， 我 们 所 考察 的 E) = en ar H o E oe DÉI Sturm $E 
只 有 一 个 A<) Æ P 中 与 P* 中 根 的 个 数 相 同 ， 特 列 地 , K 
中 每 个 在 下 中 有 和 根 的 方程 在 P* 中 一 定 也 有 有 根 . 反 志 首 然 . 假设 
o, x) ZE Phong, on, oi, BP 是 f(x) 
在 卫 ” 中 的 根 ， 再 假 就 是 P date se E K) = 
Klas 6), 而 F(x) = 0 E EEK bënzn ut FOE 
P PARE, ATE P* 中 至 少 也 有 一 个 根 *; KE) 与 KGy*) 
是 KAJEM. EI KCE) 是 由 f(x) 的 > 个 根 生成 的 ,所 以 
K(7*) 一 定 也 是 由 f(x) 的 > 个 根 生 成 的 ; SAE Kiar 是 P* 的 子 
JS. Dakar, Dn DS Kito, oi 与 
K(f, BO 是 政 的 等 价 扩张 . 

现在 为 了 证 明 P 与 P* 是 K 的 等 价 扩张 , 我 们 指出 , P 到 PP* 
的 同 构 映射 一 定 是 保持 顺序 的 , 闲 汶 宇 们 的 顺序 ( 控 571 逢 理 1 的 
REH) 是 由 是 否 平 方 这 个 性 盾 列 划 的 ， 我 们 来 定义 下 面 这 个 由 P 
到 P” 的 映射 9。 训 是 P 的 一 个 元 索 , p(x) REI K 中 的 不 可 
KEIR, ms oa … ee È tel E P 中 的 根 , 着 且 如 此 入 号 使 
来 p(x) 在 
P* PERJE R. af a 二 c at RART ola) = af, E 
然 5 ERMEER K sera SMER EREN oja) 
HRS ARSC 是 KK 中 任意 一 个 多 项 式 ; yo Yo eav È 
EE P 中 的 根 ; uf, yrs 4e y Æ EE P* 中 的 根 。 WR g(x) 
E K PERAE, "Gau CO0 BKAFF R, Hee) EP 


WEIER 


ën pm Së, A 8 如 iere d Æ ETE PT heit +R 
HERREN, A = Kyo t’ Yo ðb o ëch 5 A* = KCyf, 

TE EE ER K BOSUT AZ h AR A*A 
持 K Anr EmA r Ere, 每 个 7 了 对 应 于 一 个 
y* ,每 个 3 对 应 后 一 个 at BRR E EE, E rC) = yF, 
rp = 8r. AHB yac YLE P PIAR a A A Y YS Sis 
因而 y# 一 rë 一 f, RED yi < rë CE P* 中 )、 央 之 + 按 
大 小 顺序 把 O) 在 P t5 PRAE, AALER 
对 十 其 xs E KRK ppe RAS A T tee , PARA riy) 一 
FLY OCG SL, äre, 内 要 考虑 到 P 中 任意 两 个 和 给 定 的 元 素 
o, Ba t+ B, a- Giro) 的 根 的 异形 ， 我 们 就 得 出 车 葵 ， 
c 是 P 到 P* 的 一 个 同 构 僻 射 ,并且 是 唯一 保持 下 CETER 
一 个 。 WREE P” = P, 我 们 就 得 出 定理 中 关 十 P 的 自 同 构 的 
Se, 

因为 接 $ 67, 有理 数 域 了 的 顺序 是 唯一 的 ,所 以 由 定理 8 7 Bn 
HEH: 

定理 8a. FET HARRA R RE REA 
RRR, 

对 于 这 个 域 , RTARTA DN Lë d TAY ($ 68) 实 代数 
数 的 域 , 世 是 从 实数 中 选 男 代数 数组 成 的 ， 这 是 超越 的 途径 ,我 们 
可 以 由 定理 7 给 出 的 (《 取 下 =T, 8 为 了 了 上 的 代数 封闭 的 代数 扩 
域 A HERAA E RETE, 因 之 我 们 按 策 代数 的 途径 造 出 
了 实 代 数 数 的 域 ,用 P 表示 . 所 有 代数 数 的 域 具有 形式 ASPO), 

不 过 我 们 将 看 到 , P 在 A but R pp, "EG 
多 个 等 价 域 中 的 一 个 , 

定理 9， 本 的 每 个 形式 实 的 ,可 数 的 ,代数 六 域 K* 都 与 P 


= 3403 e 


p T 根据 定理 7a, TR REST H Eltre 
代数 扩 域 P*, 根 据 定理 Sa, ES bt 同 构 ， 由 此 即 得 定理 9. 

一 个 由 KK* 到 民生 PP 的 适当 的 同 构 映射 自然 出 就 输出 KI 的 
一 个 渤 当 的 顺 于 ,因为 P 的 所 有 子 域 开 本 来 是 有 序 的 。 及 过 来 ， 
K* 的 每 个 顺序 都 可 以 由 这 个 态 法 得 出 , 软 为 站 定理 9 的 证 明 所 造 
的 形 个 实 封 肖 的 扩 域 忆捷 定理 8 可 以 这 样 来 造 ,使 得 它 的 顺序 与 
K* 的 顺序 一 致 ， 在 同 构 之 下 ， 这 个 顺序 变 到 PP 的 (唯一 可 能 的 》 
BIS, 

我 们 特别 取 ”为 一 个 有 限 代 数 数 域 ， 它 只 有 有 限 多 个 到 A 
PEJE TÆ Bl: 

把 K* REES 下 ”可 能 省 的 顺 


和 


LR F + F ë E 


直入 ME Pr CCA 这 个 
事实 , 我 们 得 知 , EA 中 有 无 穷 多 个 这 样 的 域 P* OREA 8a, € 
们 都 是 互相 同 构 的 ) 因为 当 # 为 奇 自然 数 ; 为 次 单位 根 时 ， 
域 K? 一 TCCV 2 ) 与 域 FCY 2 ) 同 构 ,因而 都 是 形式 实 的 ， 宅 们 
的 每 一 个 都 可 以 扩充 到 一 个 实 封 明 的 扩 域 P*, 这 些 域 对 于 固定 的 
n 公 不 根 同 ,因为 一 个 有 序 域 只 能 包含 2 的 一 个 4 次 根 、。 这 些 城 
的 个 数 # 可 以 取得 任意 地 大 ， 

AER. , SE ARr AHAAA t e o e N m D DDR re 
AROHA MER Gi? 

n Ri ERER TU) ERRERA REES IEN mee 
Jl Re ëch ei DIS + EPORA ATTA AA aE 
素 ( 参 看 $ 67， 习题 1)， 

3. Ze BAADI. AAT ed 一 门 2 一 上 在 了 的 一 个 实 振 六 
Hr RHS AO REAA? 
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$73. 平方 和 


DIS katzen uërg sn K 中 元 素 
的 平方 和 这 个 癌 题 . 

对 于 这 个 问题 我 们 可 以 只 限 丁 讨 葵 形式 实 域 。 假如 基 不 是 
形式 实 的 ,那么 一 1 是 平方 和 ,和 警 如 : 


一 1 一 Ki E 
v=1 
AR K 的 特征 不 为 2, AA Bike, K 的 任 音 元 来 7Y 都 可 以 分 
解 成 # 十 1 个 琅 注 : 
filtry a^ 1— rY 
r= (Hr) aay. 
如 果 K 的 特征 是 2, 那 么 每 个 平方 和 本 身 就 是 平方 ; 
KN = (Se, 


这 个 问题 由 就 解决 了 . 
显然 :平方 和 的 和 与 积 还 是 笠 尖 和 ， 平 右 和 的 商 也 是 平方 和 : 
二 一 -i32 
B -B (BIF. 


对 于 形式 实 的 域 KK BREKI F EE. 

如 果 Y 在 民 中 不 是 平方 和 ， MAE RK 让 可 以 定义 一 个 顺序 
TE Y RARI, 

证明， BYTEFHAL 我 们 首先 证 明 , KV — Y) 是 形 
IEH MEV yE p AREER. TUARAN 

—1= 3 (æy yt BF, 
"=i 
那么 正如 定理 1《§ 71) 的 亦 明 一 样 可 得 ; 
1+ EG 


dër 
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于 是 y Bb, GREIG, BZK y) 星 形式 实 的 。 如 
果 按 定理 7b(3 72) ATERT EE 
作为 平 上 方 一 定 是 正 的 ， 这 就 证 明了 定理 . 

应 用 这 个 定 现 到 形式 实 的 代数 数 域 ( 按 $572, 这 种 域 的 所 有 可 
能 的 顺序 都 可 以 由 写 到 共 者 的 实 的 数 城 的 间 构 映射 得 出 ) 印 得 : 

代数 数 域 了 中 元 素 Y 是 平方 和 当 且 仅 当 在 把 政 ESER 
KREA T AY E 

当 K 不 是 形式 实时 , 这 个 定理 也 成 立 ; 因为 K 的 每 个 数 都 是 
至 占 和 ,前 所 要 求 的 同 构 根本 沪 有 . 

在 一 代数 数 域 K 中， 那些 被 把 政变 成 共 轰 的 实 域 的 同 构 总 
是 变 到 正 数 的 数 称 K 中 的 全 正 数 ， 如 果 牙 AMSER, zt 
么 区 的 每 个 数 都 称 汶 全 正 的 ， 全 正 的 概念 可 以 推广 到 任意 域 KK 
上 ,KK 中 那些 在 每 个 可 能 的 顺序 下 都 是 正 的 数 称 为 侈 正 的 。 《如 
尘 到 是 不 能 序 的 ,因而 如 果 民 不 是 形式 实 的 ,那么 KK 的 每 个 元 素 
MEREN. ) 于 是 这 一 节 的 精 果 可 玉 总 精 为 ,在 特征 关 2 的 域 中 ， 
PETRER ARRE, 


K FAAEE 

在 E. Landau: Uber die Zerlegung total positiver Zahlen in Quadrate 
G TC AE Eu), Göttinger Nachr., 1919, 392 页 中 有 关于 在 
EH PAAR EC ARE PRR TAA 
D. Hilbert; Uber die Darstellung definiter Formen als Summen von Formen- 
guadraten ( FEER ep TA Ena , Math. An., J2 (1888); 342— 
aen, IR E. Artin: Über die Zerlegung definiter Funktionen in Quadrate 
(3 FEREARE), Abhandlungen anus dem Math. Seminar der 
_ Hambnrgichen Universität, B (1926): 100—115. 关于 代数 基本 定理 可 酒 最 
Pë J G. van der Corput, Colloque interpational d'algèbre, Paris, Septembre 
1949, Centre Nationa! Rech. acent,, WA EI Stär Math. Centrum D 
Seriptum 2, Amsterdam, i1950, 
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第 十 章 PS 


§ 74. UÈ d 
$ 68 中 所 和 给 出 的 志 一 个 给 定 的 有 序 域 K AEDI o PEE, 2 
旋 有 完全 利用 到 域 区 中 的 顺序 ,而 仅 利 用 到 域 元 素 4 EN E al 
的 顺序 ， 这 就 使 我 们 柱 到 作 殉 进一步 的 研究 ,将 这 一 作法 拓 广 到 
有 序 域 以 外 的 其 它 域 去 ， 噬 要 这 种 域 中 存在 着 具有 狂 对 值 的 性 盾 
的 一 个 图 数 (a), 
一 个 域 KK SCHIEREN, A K 中 的 元 素 。 定义 了 一 个 丙 数 
pla), ERA TEKER: 
1. pla) RR 6 RPAH, 
2. yf a #06 ola) 0: p = o, 
3. plab) = pla) Ps), 
2. pla t E) Epa) t ep), 
H 2. 和 3. 立 训 可 以 推出 : 
p1) =1, p(—1)=1, ple) = p(— a), 
在 +. 中 命 < =a t b HiS 
ple) — pla) S ple — a), 
Ze, h EAA TE, 
Pla) 一 ple) e ple — a), 
A ERFIA 
(pl) ~ plaj e ple — a). 


=- 307” 


X SEN 一 5 时 ,不 等 式 4. 也 成 立 , 这 样 我 们 就 得 到 
pla — Bb) pla) + p. 

利用 学 全 归 灿 法 很 容易 将 4. 中 的 不 等 式 推 广 到 #3 个 项 的 
和 ， 

如 果 天 本 上 身 是 一 个 有 序 域 ,并 命 pta) lef, HER L E4 
成 立 ， 每 个 域 都 有 一 个 不足 道 ” 的 虐 值 ; pla) 一 1, %4 a #0; 
po) 一 0。 但 也 存在 着 完全 另外 一 种 类 型 的 赋值 .。 说 是 有 理 
数 域 ， 座 2 其 某 一 固定 的 素数 ,并 将 每 个 有 埋 数 a 关 0 等 成 


Ze? 


的 形式 ,其 中 * 和 上 是 不 能 之 乡 整除 的 整数 , 那 末 合 
Pla) = p”, P= 
PER ENX TAR, 1. 至 3. 非常 容易 验证 ， 
SCENE e E 
(1) Pla 十 È) Emax(Prla), Plh), 
FE 28 


p“ b 一 —p", S, f, u,v PG DS, 


£ ` z 
FFE pph) I Pla). ED o > m, WA 
a + 6= EE EE pr, 
äi 


` Ppla + EX 一 ST, 其 中 m ër We 
ppka + E) E PÈ), 


这 就 是 工 的 p-adic DIE. 
p-adic BEREE TAEMA, ebe K EE 


GO. p Æ o 申 一 个 具有 下 烈性 质 的 吾 理 息 : A ST, 
EFIA, LEZAR, B. Reo phg a Har p EER, Gp RE r 
SEIRET HERE pti 芗 除 , 而 5 IERE p EIR, DA Ka" 整除 . 
这 里 p" 表示 所 有 和 D, papat pea 的 至 体 ， 而 所 有 的 po WE p 
中 元 素 ， 特 别 所 一 p, 一 9。 AERA h TE: Be o 中 
HISE = WR p 整除 , 则 命 
pla) 一 ec， 而 ein) 0, 

其 中 。 是 任意 一 个 > 1 的 实数 。 这样, 赋值 p (a) 就 对 ”中 的 元 
素 有 了 定义 , 厦 且 具有 性 质 1. 浴 4- 

另 一 访 面 , 当 一 个 赋值 对 整 环 中 的 元 素 有 了 定义 时 ,由 


oh Ga 

?( H ) gei 

YET ARERR PAREA 这 样 一 个 定义 是 单 值 
的 ,因为 由 


序 有 


a — > a Pa PE) 
plap) = ppl) 或 o) pa 


其 次 , REP (5) BETERI 4. SENERE ERR 


DL SERA Pf REBA HAT: 


lz £) = plad + be) z< plad) + plie) 
plhd) Pba) 


+ 


这 样 , 我们 就 从 整 环 。 sm p 所 确定 的 赋值 出 发 得 出 


WEI 


TRE K 的 一 个 赋 住 ， 这 个 赋值 称 为 孜 的 p-adic BO 
BER A. mp 对 娠 多 吾 理 想 成 立 。 例如 在 一 个 具有 唯一 内 
子 分 解 的 环 中 ， 所 有 索 主 理想 者 具有 这 两 个 性 硅 。 在 多 项 式 环 
Alzi to 中 ;理想 
p = Loser, Xa) 
BARAER A 和 B. KAEH RRE pa) 即 e, 其 中 必 是 
SEENEN 


习题 ， 1. MEPE PRM et) TRAER SCH, 如果 在 
K 中 有 一 个 元 素 -， 使 得 pe) 0, 荐 a 一 pla) JE K ki P Ae 
子 域 的 一 个 同等 映射 ，[ 将 不 等 式 4. 应 用 于 plee + bei, MAMEA 4. 中 的 
Gs Ss. 


2. 在 p-adic 岩 值 的 情 彤 下 ,条 件 4 .可 改进 为 (1)。 

岂 优 萄 的 一 些 最 重要 的 研究 ,部 是 和 值 域 P 为 阿 基 米 德 有 序 
域 的 情形 月 尖 的 ， 在 这 一 情形 下 ,根据 $68 的 习题 2,P a AR 
条 实数 域 中 去 .因此 我 们 从 现在 起 假定 值 pla) 都 是 实数 ， 在 这 
里 我 们 假定 雍 者 知道 实数 的 (自然 ) 对 数 , 对 数 的 一 些 最 简单 的 性 
E ASt EZ e 以 任意 实数 六 指数 的 需 ou 

此 外 :我 个 还 要 用 和 到 下 面 这 样 一 个 关于 实数 的 引 理 : 


Ryg. 
H, 发 yy 一 1 十 0,38>>0, 那 来 当 m 关 2 时 将 有 
p=0 十 的 "一 1 十 20 十 二 vip Uët zaët pp—1)8, 
但 当 2? EEk A 
>B 和 和 SÉ — 1)? e 
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weI 
af = P + av, 

而 这 是 与 所 就 相 击 的 . 

域 anre) 称 为 碍 阿 基 涂 德 的 ， 如 湿 对 单位 
元 南 的 任 阁 整数 伴 z 二 1 十 1 十 1 十 .… 十 1 有 

pi) et, 

有 理 数 域 二 的 p-adic 颇 值 就 是 一 个 非 阿 巷 米 德 虐 值 ， 在 这 里 值 
城 为 阿 基 米 德 域 这 一 事实 不 起 任何 作用 , 
不 等 式 , 
4. pla Lëlz martela), PCE) 


SC H, 1. 如 果 4.、 对 两 个 被 如 项 的 情形 成 立 , 那 未 相应 的 不 
等 式 对 # 个 项 的 和 也 成 立 ， 畦 别 对 十 x 二 1 十 1 十 ，… 十 1 有 
PO e mat: PA), ll, 
2. EE ERR i, A v = 1, 2, 3, 时， 
Cola + DY = pa + Ai = pla t et za 
se, pla" 十 pua Tp t + POE)? 
e fp + IDM”, 
H M = maxlp Ca), PCE)). APERU I P9 5 [ERA X EA 


PUTED gi, 部 plat EI e A. 


HREH T 4 。 ` 

ETJ, 即使 值 域 卫 不 基 巾 实数 组 或 的 .我 们 也 把 不 等 式 A. 
看 作 是 一 个 非 阿 蕉 米 德 赋 俯 的 标志 . 王 如 Krull 所 指出 的 那样 ， 
在 这 一 所 合 下 ,可 以 取 任意 有 序 Abl REAREA, 因为 我 们 
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内 需要 将 不 同 的 值 相 科 , 以 及 比较 什 的 大 小 , 奈 同 什 相 加 的 运算 很 
本 二 会 光 到 |. 

下 面 的 一 点 六 本 轻 肖 是 很 有 用 的 ， 这 个 福 记 适 用 于 所 有 在 .上 
面 定 艾 的 情义 下 的 非 阿 基 洲 德 赋值 . 

如果 PCa) 和 PO 不 相等 ,期 全 中 等 号 成 部 

证 明 ， TE pla) > pl) RPTE 

pla + b) = pCa), 
假如 
pla +E) < pla), 
IBR pla + E)N pC E) = Léi 都 小 于 pla)， 但 这 是 和 不 等 
式 
Pla) sz mastéëie + b), get EY) 
HHF AB, 

ee EE 
【在 文献 中 也 常 是 这 样 作 的 )， 我 们 不 直接 考 氏 实 数值 pld DU 
处 指数 wla) 一 log pla), 考虑 指数 时 , 巾 值 的 定义 关系 将 成 
为 : 

1. H a #0, wla) 是 一 个 实数 . 

2. w(0) ERE e, 

2. wab) = wtla) 十 wb), 

d. wla + E) zs minlwla), wh)). 

ERRA TRIMITA BREMER, RA 
AAT ARE RE E EA E e, E e EE R 
AGRE pC) 相 加 。 对 数 变 换个 转 了 值 的 顺序 并 将 乘法 改变 
为 加 法 。 

例 ， BRK 中 的 元 素 是 PFM bi, 或 者 更 一 般 些 , 是 革 
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一 Riemann Hi E-i 域 中 RIE AARET GEAR) mi. 我 们 取 
Riemann 面 上 一 个 辣 定 的 点 了 ， 并 作 如 下 的 定义 ; 图 数 4 PRRI 
wla) SET oa, 如 果 ' 攻 以 已 点 为 一 个 < 阶 圭 点 ;等 于 办 ,如 果 它 在 己 
点 取 相 等于零 的 有 限 值 ;等 于 一 a WE EAP ARA a AR. 
DREI 圣 4. 和 于 能 成 立 ，。 这 样 一 来 ， 相应 于 每 个 点 了 都 有 域 开 
的 一 个 赋值 。 这 个 例子 说 明 赋 值 论 在 一 个 复 变 量 的 代数 函数 前 中 
的 意义 ， 同时 也 部 上 明了 为 什么 我 个 常 把 域 了 的 一 个 赋值 称 为 一 
个 位 

我 们 将 指数 赋值 分 为 西 种 类 型 . 离散 赋值 :这 种 赋值 的 特征 
是 存在 一 个 最 小 的 正 值 ela), MIAH E ERD SD wla) 都 
是 它 的 牙 数 们 (参看 上 面 的 例子 ); 非 高 散 虐 值 :在 这 种 赋值 中 可 能 
出 更 的 值 wla) BR EI SE SCC EE 由 于 一 个 秆 wla) | 
的 整数 笠 仿 是 一 个 值 nwla) = wla"), REFS RRE T 
JE wla) 在 实数 集合 中 到 处 稠密 ， 

有 理 数 域 的 p-adic 赋值 是 效 散 的 , 所 有 的 p-adic BIG ër) 
EBRE, 

E— MRAR K ch, ME RIF wta) > 0 的 元 素 组 成 . 
一 个 环 3。 EREM wla > oR wla) > ooi} wla LE) 
mini ie eH) > OI wlad) = wla) + wl) pn Kp 
是 条 件 wla) > 0 TERRI p 是 3 中 的 一 个 素 理 想 。 事实 
上 上 上， 首先 由 wla) 0, wE) > 0 可 得 wla +E) > minlwla), 
wb) > 0, 因而 p E— Tik, ER, 由 aaEh BR seiai 0 EI 
wle) 之 0 可 得 wlea) = wle) + wla) > 0, i p E— DHM, 
最 后 , 由 ab 一 0Cmod p), WPH wlad) = wla) + w(5) 之 0 可 知 
wla) 和 wlk) ZEPPE LE TIE, MRE R, a 和 5 两 个 
JGR PEA THIS p 整除 ?是 一 个 素 理想 。 


a 
+. 3]3 


3 PAREI e KIME. 名 中 的 元 素 称 为 整 元 素 ( 相 对 于 赋值 
ve ES pn). AE a/b HE. DI wla) = wki), 我 们 束 说 元 素 
a Pë b Ee ORR ST ERIE e RRD. 

满足 条 件 wla = 0 的 元 素 就 是 环 3 由 的 可 道 元 素 . 由 于 3 
中 不 属 填 pb 的 元 素 都 是 可 道 元 素 , 故 Pp 是 人 中 的 一 个 科大 理想 . 这 
样 一 来 , 同 余兴 环 S/p 就 是 一 个 域 , 称 为 赋值 必 的 赋值 商 域 . 如果 
HK 的 特征 其 交 ， 则 赋值 商 域 的 特征 也 是 p. MRH K 的 特征 为 
才 , 则 赋值 商 域 的 特征 可 以 是 吉 ( 特 征 相 等 的 情形 );, 了 出 可 以 是 划一 
素数 ( 符 征 不 相等 的 迁 形 )， 特 征 不 相等 情形 的 一 个 典型 的 例子 就 
是 p-adic DIS Au zk rt Cp Dn le LE, Ar 
J8 DE Nep AS Bei e d D bt oa Sen A3 CT Dä A Sr 
EE E IEN SEELEN 
Hie EE VV DÉI p-adic WE CSS Léi 也 上 由 于 特征 相 
等 的 情形 . 

关于 这 些 构 念 的 进一步 高 论 ,这 到 所 有 髓 值 的 完全 分 类 ,可 大 
看 H. Hasse, F. K. Schmidt, O, Teichmüller 和 E. wii 的 工 

一 作 ， STREAMS FAA K. Mahler 和 W. Erdl 的 工 

tE”, 

3. ”3. AEH: 5 中 的 每 个 理想 或 者 是 所 韦 满足 条 件 wla) > 3 的 
TEHET RH SE SE wta) > 5 的 元 素 的 集合 , Hem 
非 前 洋 数 。 对 于 离散 赋值 可 以 倪 限 于 > 的 情形 , 而 其 中 的 和 则 是 一 个 的 确 


在 信 询 集合 中 出 现 的 数 。 在 非 遍 称 赋 币 的 情形 8 由 理想 所 唯一 确定 ， 
4. 在 离散 肤 值 的 情 彤 寺中 所 有 的 理想 都 持 p 的 幕 。 与 此 相反 ,在 非 襄 


1) Witt, E.: J. reine n. aangew. Maith., LI6 (1936) 126 一 140 COEGI, 

2) Mahler, K.: Über Pseudubewertungen, L, Aere Matn 66 (1936), 79— 
199; Ia. Aad Wetensch. dinsterdam, Froe, Bo (1936), 57—65; [I. Acra 
Math., 67 (L936), 51—80. —Kroll, W.: Allgemeine Bewertungstheovrie, 
LL reine angew, Maid., 167 (19323, 160—196, 
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散 罢 值 移 情形 3 的 各 次 各 都 和 pp 相等 。 


$75. 36 % Hok 


ATEARI K., 我 们 可 以 利用 5 68 上 中 所 述 的 程序 作出 一 
个 扩 域 Qk， 使 得 在 它 里 面 Cauchy 收 敏 定理 成 立 . 为 了 这 个 县 
H BARR BIER P IELA EJER 如 ， 这 个 域 将 作为 Oe 
的 值 域 之 用 ， 现在 我 们 通过 下 面 的 性 盾 定 义 KK 中 的 一 个 基本 入 
Al {a,}: 

Glas a) Ze, BG pate), q >nle), 
其 中 s 是 P REE CER, HAERA ASEA AE Hm Aa 
He, 其 作法 和 5 68 中 的 作法 完全 相同 , AEMET AEA 
AA, WE AOZ pE REAR K FAR Ok 不 再 是 有 序 的 ,而 
PERIE, Ge 的 赋值 定 闵 如 下 : 如 果 a 由 基本 处 列 {a,} 决定 ， 
PDR {RHEAN E E RRA EARE 
[pCa — Plad) | S plas — a), 
值 pCa) 也 构成 P 中 的 一 个 基本 列 , 因而 在 如 p 中 有 一 个 极限 o. 
我 们 命 
Pla) 一 四 

其 有 同一 极限 a 的 基本 氢 列 坎 定 周一 值 中 (ao ,这 个 值 满足 要 求 1. 
EE? 

asi TE P EE Ok ERHI, WREN, Cauchy Meek 
HERRE: 

Eë W 是 一 基本 叙 列 ， 如 果 对 值 域 中 的 任意 
e 六 0 可 以 找到 一 个 n, MEIH en, o a DÄ 

os ag) € e, 
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在 非 阿 基 米 德 虐 值 的 情形 ， 代 检 这 样 一 个 条 件 只 须要 求 当 

v sei D 
Plas 一 a) ZE 

WET. 

事实 上 , oz ée E |e — qal) AR aoni 一 的 种 ,如果 所 有 这 
EAA e, HARI $7401), 蕊 个 的 和 的 信也 e, 

D 

CERN, AE an 一 a 构成 一 
REN 

这 个 准 册 也 可 以 氢 计 如 下 :无 穷 SZ atata t ër ër 
TEE 

在 下 面 我 们 仅 限 于 考虑 值 为 性 数 的 情形 。 这 时 值 域 P 就 是 
一 个 实 的 数 域 而 吕 旭 是 器 数 域 、 从 现在 起 我 们 可 以 由 定 和 = 92, 

如 果 我 们 用 普通 的 码 对 值 来 答 有 理 数 域 了 有 赋值 : ma) 一 |s|， 
屠 来 所 得 到 的 完备 扩张 自然 就 是 实数 域 。 如 果 我 们 从 了 的 p-adic 
赋值 出 发 , 唱 所 得 到 的 完备 扩张 就 是 Hensel 的 p-adic 数 域 Ap. 

这 样 , 域 A. D Ors Ba RSC CR at, pue 
TREA O TEREE AC NR Iitee gon, 

域 2, bës, BI p-adic žr, ES Toi ka 205 d. 
GE Zeg ECKE AE ES CHE E O0, 1,2, TEE 
ATER r 整除 而 分 母 不 能 彼 r ERAH, Guest 
pla) = p™ RA RRETARA M, WER ABRET 
Du, RPM Cmod p*)。 RER [re] Eee A 
理 数 和 粗 成 的 pradie ke Ska A AR EE =A) 

pire T r) Sp, H p>) » >A), 
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BiA 
fa = rK mod p*), 
PJE, g => nt2) 时 ,所 有 的 数 +, ARTE M, EA] 
RRRA, BPR ERA [rs] 决定 一 个 同 余 类 的 叙 列 : 
RDNDN EE EE EEN 
这 些 同 余 类 象 这 里 所 写 出 的 那样 , 是 一 个 包含 在 另 一 个 之 内 的 . 反 
之 ,如 果 一 个 氢 列 Le, rz … 决定 出 模 哎 ; 的 同 余 类 R 的 一 个 
包含 在 另 一 个 之 内 的 一 个 同 余 类 叙 列 {器 !} , 使 得 
ra € K; IETA (fe st A1. 
那 未 写 就 是 一 个 基本 叙 烈 . 

特别 ,如 果 {r,} SEH A a. ot, 一 m ARREAK, 
两 个 基本 和 氢 列 相册 时 {rw} 十 fs = {ra 十 se， 相应 的 同 余 类 扎 
列 也 相 加 : (Ri 十 el dent. ëmgin Sei 21101 — 
THERA EAR bpttonigl 254 AIEE, 反之 ,如 果 两 个 基 
ERAR TE-A RRA {R}, REMH H et 21. 
Fit, HRA p-adic fk a = km r ZARR RR 
PIR ET ad, 

将 p-adic 数 玫 成 同 余 类 叙 烈 , ARE EARE ERE ts: 
HARTI. 为 了 从 p-adic 数 o 的 同 余 类 乌 列 表示 得 出 它 的 一 
个 (特殊 的 ) 基 本 叙 列 ， 只 要 从 每 个 同 余 类 Ri 中 取出 一 个 数 et 
TT. AR a = lmr, ath PAER ERR: ir 

rl = Zus ral 一 ri = sib, 
EI - 
fis = Sy H fap + Sp Tp 


因此 
(1) a = lim 5 Sp" = 3 Sp". 


WÉIEE 


这 里 的 ma e t EATE DIER P ERNA ME, 

普通 整数 的 p-adic 极限 称 为 p-adic Wr, HERR Ro, Ai, 
EN, E RA AORA 4 RRR ARE CS 
数 。 轩 别 ,在 p-adic 整数 的 情形 , R 就 是 零 同 余 类 go， 即 分 母 不 
能 帘 ? 肇 除 的 有 理 数 的 全 体 ， 男 一 方 画 ， 这 一 条 件 也 是 使 得 一 个 
p-adic A p-adic 整数 的 充分 条 件 :如 果 R 是 模 OR. DOT, 
HMA RRK R, Lë FEE, R BAE R Z 


H, Dim hA Z, s Æ Omod p) 的 数 粗 成 ， 解 同 余 式 


sx (modp’), 


则 有 有 
y — 一 += 一 一 =0 (mod Mt) 
DS r 属于 同 余 类 A, 


由 于 这 个 原因 , 当 5 为 p-adic 整数 时 , ERRETO) RAH 
所 有 的 1, 因 而 可 取 所 有 的 o 为 普通 整数 ， 这 样 一 来 , (1) 就 是 上 
Dir e ep SR, ST DER ER AE p-adic RGS 
SH ritrëk, Dm padie 整数 ， 

其 有 同 余 类 忽 列 表示 {RR o EEA p-adic 数 o SET LA 
FE t ATAA pradie EAr, AR E rn ERAR R 
PÉ — TR , 那 末 将 ro A P GO — AE p” ARE, 订 司 得 pr 
的 分 母 不 青 售 有 因子 p, DD pr 属于 模 OI. 的 零 同 余 类 . 现在 如 果 
将 p-adic 整数 p”a ERIA ERE au, DEIER SR (1), pt 
EE ee RE E GENEE 
(2) a = domp "+ a np "H o H atap TESTEN 
p-adic 整数 a HORRIA C) 可 可 以 规范 化 ， 印 每 次 都 取 +; AMA 

类 R 中 最 小 的 非 鱼 整数 ， 这 时 所 有 整数 s 都 满足 条 件 ege, 


WEIER 


现在 再 由 (1) 过 流 到 (2), 我 们 就 得 到 每 个 p-adic 数 的 一 个 唯一 地 

由 p-adic 数 的 表示 式 (2) 立 部 可 以 看 出 ,2 中 的 p-adic DÉI 
的 虐 值 环 恰 由 所 有 p-adic 整数 组 成 ， 因此 , $ 74 中 所 引入 的 SE 
元 厌 的 构 念 和 p-adic 整数 ”这 一 名 称 彼 此 响 侣 . 

在 $74 中 我 个 全 苞 描述 过 每 样 由 一 个 整 环 "中 的 素 理 想 p 定 
光一 个 城中 中 的 一 个 p-adic DÉI, dor p-adic ëmgi 
一 个 完备 的 p-adic 域 Qp, 这 就 是 Hensel p-adic 域 的 一 个 推广 . 
举例 来 性 ， 如 果 中 是 多 项 式 整 环 ALlx] PASE Ce — e), B Oe 
St RIES SR 
(3) 一 gx 一 Cr 十 十 而 十 af 一 站 十 本 Kx 一 < 十 
的 域 , Sënn e A, 属相 A GEAR EME), "es mr 
HD AER, ， 这 个 考级 数 在 p-adic 赋值 的 意 叉 之 下 永远 是 站 化 的 . 
我 何 抬 算式 03) PRA r— e 的 形式 医 级 数 ， 

习题 。 1. 将 一 1 利 1/2 来 成 规范 化 的 3-adic SR 

2. 设 /为 一 整 系 数 锣 项 式 。 FE S 二 0 症 域 p 中 可 解 ; 当 且 仅 当 
对 每 个 自然 数 ” 间 余 式 

FCE) = Omod p% 
有 一 个 有 理解 去. 
3. 方程 
a= — l; =g, Ais? 
在 域 G Ha Ke og? . 
4. 鼓 p 是 多 碟 式 整 环 A [zl t ttt an] 中 的 理想 Lan, £as e Sai, 
证 朋 ; 对 答 定 的 不 goud p) 同 余 式 
fe SS 1mod p) 
友 一 个 解 。 利 用 这 一 事实 证 明 , 域 器 rb rn 
An t A tH As teen 
的 南 组 成 :其 中 Ag JE tjs teta e D KIRN. 
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可 能 出 现 这 样 的 情 帝 , ukoum ARE onbe 
同一 个 完备 扩 域 如。 TRT A, 这 样 一 种 情况 纪 更 ; 当 且 仅 汝 政 
中 的 每 氢 烈 {av} 对 呈 来 如 为 一 震 基 本 人 氢 列 时, 对 风 来 车 也 是 零 基 
本 氢 剂 ,并且 反之 环 然 ， 在 这 样 一 种 情况 下 , DIS lim ple) = 0 
和 lim plad = D BELEA , FR PRR P F dh 等 价 . 

ATARE ERE pla) = lel, RE ple) 一 
lasle, 其 中 P EPRTF LBE, MAIE EBRE rr 
SE ARRIE, ëtt 至 3. 显然 成 立 ， tE 4 ala t lS 
la| + [8 和 不 等 式 e? + ar Let ëie E, AAE A R E 
Sr e > 0, Bon oos LOST 

对 有 理 数 域 的 p-adic BÉIS oa) KER, Str BS Wal pka 
AESH H 表示 任意 一 个 固定 的 正 数 ， 

BRER, FE TEREKE o aN K PETR 4 有 
Pa) = pla. | 

H, R pla) < (相间 la) < pl), HEE S 2 
ZS SS. 由 pla) < p(B) 可 得 plab) < 1, 故 当 — oo 时 
Caf b)" ERTE P ESE PERTE, AUE (a/b) FERRME d on 
意义 之 下 也 收 化 于 震 ， 这 就 意味 着 Way 六 二 1 或 (DD) p. 
IER P E K 中 任意 一 个 固定 的 元 素 , EE po LL 这 时 
ZE p> Sos E K bës, DH pla 一 plo, 
PCDS p, RETTERE =p, Soen BE DAS E nmd 
RI A BEE, PR AR It 

pA e teil = pla), AM giel se plar), 
i} sa Harcy-Litlewgod-Polyat Inequalines (RER, Cambridge 1934, 第 
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从 这 里 序 得 
DOD LPa), P së pla) = HO, nim < 
由 于 所 有 满足 条 件 a/m H s/m WER SBI 8, iE 


6 之 8， 同样 可 知人 eg, 因而 6 二 8， 注意 s 一 RIO 是 
log pp) 


TR a BRER HATARAKA a AA A — eA 

log d Ca) = 8 log p (p)=5 log Cp) = 8e log p Cp) =s log Pla), 
因此 

由 Ce) 一 toi, 

识 域 & AIRE P E K A K ASEARA., RPR 
K ak zeng A ER RIE A K 中 的 每 个 p- 
震 租 列 屋 这 个 同 构 映 成 区 ”中 的 一 个 JS, SEHR Sa 
在 这 一 情形 下 , 域 K A K 称 为 过 种 同 构 的 在 一 个 拓扑 同 构 之 
丰收 细 令 列 和 收 笋 叙 列 .基本 氢 列 和 基本 氢 列 相互 对 应 ， 由 此 立 
BPA CHUSHTI ASEA: 

IRRA K 和 K Rm len A 和 
Ük, 

习题 。 5. RER RETA E A EL bh bd Ié, SU E EREA 
p-adic REAP R EAA EEA. 


$ 76. ARER RARE 


下 面 这 个 由 Qstrowski ArH Sat HH AIE SRRA , RDT AnA E 
有 有理 数 蕊 的 赋值 , 印 稳 对 值 朋 和 值 和 p-adic RIE, AS Lors zt 
能 的 贱 值 。 在 这 里 我 个 仍 旧 假 定 值 域 就 是 实数 域 . 

TT een, | 其 
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e 


Hr. 
证 明 . Sr og 
Pn) S jaj. 
事实 下 我 们 有 
TK RE GE ER 
P+ p+ tepes lal. 
现 设 4 > 1,5 六 1 姑 两 个 有 理 整 数 ， 我 们 将 2? 按 4 的 替 屡 开 
B = ca Hea EE H oepa”, 
dech dn Ca EO, 
PTERA o RRA R ”最 多 等 于 ër, 
al < EI, 
即 


sys 
loga 


ër M = mazli, PCa))。， 由 于 
LAN e Gei + Pe pa) + -e + ples) pla)” 
< all t pla) t + play EE ala t UM, 


次 有 - 
d F log b 
pY < di, 十 (wier? ， 
log a 
或 
SC < a ER, 十 
Af Er log a 


TEPS $ 74 的 引 理 ,从 这 里 可 得 
Los 
pCa) e Miles, 
部 


log b 


PB) < max(1, Pla)”, 
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第 一 种 情形 ， 9 为 阿 基 洲 德 拭 仁 ， 这 时 必 有 一 台 数 5, 使 得 
PLH >i ORT EE DSLR rt LS pla s1, DI 
刘刚 冰 所 诈 不 等 式 将 会 得 出 耶 盾 有 (的 LL 因此 ， 对 所 有 整数 
ez 1 pl) 1 在 这 一 情形 .上述 不 等 式 可 后 成 

Log 8 
P(E) SE Pa) Me 
PO) Tas pla), 
HAM, o HI é GR Sol lz, DI: E 


3. 
PA) Ee < téit, i 


从 而 得 
pa) Es 一 pp 
如 果 p = ër, 那 末 由 这 个 等 式 就 可 知 pla) 一 ar， 因 市 对 每 个 
有 理 数 r | 
pír) = lei, 
由 于 pla) > 1, fen: ST 
2 = PD) pa +D Sgp Hepa, 
故 必 有 oct, 

BHEE P DEMRE, AMIAR a, 
PLSI MERE ple) 二 1 的 整数 2 pA mIRE 
的 一 个 理想 .这 个 理想 是 素 的 ,因为 由 ofKepi) = plp) 一 1 
JH loi 二 工 或 Pa 一 1。 我们 知道 ,整数 环 中 每 个 理想 都 是 
让 理想， 特别 每 个 素 理 椒 都 由 一 个 素数 生成 。 因此， 满足 条 件 
pla) < 二 的 整数 o 恰恰 就 是 某 一 素数 名 的 所 有 倍数 . 每 个 有 理 


数 7 都 可 以 表 成 + = 一 如 的 形式 、 其 中 和 z ATRAER P MER, 
由 于 中 (lz) 一 tn) 一 1， 故 有 人 r) [= p = p =m plr)", 
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这 里 z EPO) 是 一个 固定 的 数 ,井上 且 由 于 era 一 1 这 个 


log # 
数 是 正 的 . 
种 理 数 域 了 的 赋值 完全 确定 之 后 ， 我 们 可 以 进一步 鞠 虑 代数 
要 瑾 利 起 越 扩 域 ， 先 从 代数 扩 域 人手. 
这 里 我 们 主 票 限于 考 电 非 阿 基 米 德 贼 值 ， 阅 基 米 德 贼 值 的 音 
A HS ZS E. Ostrowski TRER, IE -e PRAE KERE 


e y + ù ù à > b 由 č F è E 了 èë% è F ē F ê E E êē E 和 ñ F 


于 这 个 定理 的 中 四 可以 参看 < Ostrowski mun ` 

EIERE RN — AR: BRERA E T K 
的 一 个 { 非 阿 基 米 德 ) 虐 值 p. 我 们 考虑 K 的 一 个 代数 扩 域 4, Ff 
提出 这 样 的 开题: 域 下 的 赋值 中 能 和 不能、 及 有 和 允 少 种 方式 可 以 开 
ZK A AAE d 

在 $77 中 我 们 假定 K E-A ARRIER, 在 $78 中 ,我 
TS A DÉIERE D one ID ée ue Gre E. 
EC let le EN EE 
E E RRI, TE $ 80 到 82 PRHA e T EA 
图 数 域 的 赋值, l 

习题 。 Ela) = |a] N pple) 是 radic RfE, AREEN ERTE 

“所 有 这 些 值 的 积 等 于 1, 


§ 77。 代数 扩 域 的 赋值 :完备 情形 
RA K 对 指数 赋值 wla) 一 log pCa) RREZE, EK 


1% Ostrowski, A. Uber einige Lösungen der Funktionalgleichung Pr) pty) = 
Ppr RART ppo) = plr) 的 革 些 解 ) deta Maith., 41 (1918), 
271-284. Ostrowski ze Math. Za 39 (1934), 295—404 HASEN 
BA Thie FA ANN. - 
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中 Cauchy KEREN. 我 们 要 研究 怎样 把 这 个 指数 赋值 开拓 
到 政 的 代数 扩 域 4 EZ 

证 我 从 下 提醒 一 次 , 满足 条 件 w(s) S 0 的 无 素 4 称 为 或 元 
SS. Can étt: ERPE wta) > 0 MIER < 租 成 这 个 环 中 
的 一 个 素 理想 站 

， 由 Hensel 所 建立 的 、 "ern" ën, ZS ra 

的 研 姓 的 基础 ， 

座 指 数 上 里 值 域 中 多 项 式 

apt” dX 十 -二 


Ei Za 一 ei 
Zeen A ZS ek 十 


Gr dën Gr 
的 条 数 全 是 整 的 ,并 上 且 不 至 属于 p. 这样 一 个 多 项 式 称 为 一 个 本 原 
PER, 

Hensel BIE, 2 KZ PRE. "oi 是 以 
re enn TEREA. AMR golx) 和 Ate EAK 
(RT H RERE IN AER . 

fxy = gC) has) (mod p} 
o un DCH 
Lei = gale), 
gr) = gil) (modo), 
. Zei = Ave) {mod pi, 
-这 里 我 个 假定 gë 和 Si 是 模 p HERI, 除 号 之 外 ， e) 和 
o o ERIR DUA got*) FI Ré 中 去 挤 能 被 p E 
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的 和 柔 数 , 人 而 不 影响 整个 引 理 的 条 件 与 千 葵 , 此 可 事先 假定 gvtx) 是 
tr 次 多 项 式 ,. 朋 ui) 和 和 kx) HAA RAAE EaR, I 
外 , 当 我 们 把 sel PRE gle), Ae?) MR ahe) 时 ,也 不 会 产 
竺 任何 影响 ， 因此 可 以 假定 ma) 是 一 个 规范 化 的 7 次 多 项 式 ， 
朗 其 首 项 系数 等 于 1: glx) 二 x 十.…*。， 这 样 一 来 ,如 果 Ae) 的 
HERAA b, KELK s, BUS) p(w) 各 (x) 的 首 项 系数 等 于 二, 而 
其 次 数 等 于 7 tsa 现在 我 们 要 作出 多 项 式 gtx) 和 Aa), 使 
得 sie) 是 一 个 了 次 的 规范 化 和 多项式， 从 而 和 x) 是 一 个 za 一 > 次 
SHR, 

ARIRE, LER O 一 geile) 的 条 数 全 部 具有 
IERES ohie bht A ao Dn f = o, D fach 一 
gordoa), PRAT A RER RT. 

由 本 gole) F Ale) 模 站 五 融 ， 改 可 找到 两 个 以 中 中 整 元 素 
HRR a) 和 mr(x), 使 得 . 

Griss) + max 和 [ct =1 (mody), 


REHA 
ZLeieatszi 十 mta) htr) — 1 


的 系数 当中 最 小 的 指数 为 6; > 0, FERE A. d 一 数 中 南小 者 为 。， 
最 后 发 x 是 满足 条 件 wla) = e 的 元 器 ,出 有 
(1) fr) = BoxzjHokr) Cmod r), 
(2) Keele) + ml) =1 (moda), 

我 们 所 要 薄 的 多 项 式 gtx) 是 一 串 r 次 多 项 式 ele) 的 极限 ， 
其 中 头 一 个 省 项 式 是 rl); h(x) 是 一 申 次 数 S n e 的 多 项 式 
(x) 的 极限 ， 其 中 头 一 个 多 贰 式 是 加 (x)。 假设 gy(x) 和 有 Cx) 
EEH, EWEA 
(3) fle) = geliës) (mod n"), 
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C4) Se) = Sais) (modz), 
(5) B(x) = Alx) Cmod si, ， 
而 elst DOSS H 1 AT one) 和 n(x)， 

我 个 先 哉 命 


(6) FED = gr) + atul) 
C7) Ku? = Ss? 十 Test ae. 
BI ern 


deeg 一 Fe = gtr) hr) — Gei 十 
十 tH pp adoha 十 页 (CE 十 ra) Cr). 
根据 43) 可 命 
Zoch 一 polr Milar) = tpi), 
这 样 便 得 
[eO n — f(x) = a" gleo) 十 
+ olre) — pé} (mod w”), 
AT ERA BT a Ep, LS br ei sat 
(8) Rr) vx) 十 Bx Iu) = plr) (mod si 
BHT, 
HT ERAH RAHA 2) RA p(x) 
(9) POEH) tësimtsibutri = Pie) (mod si, 
Deia) 除 paml), 其 剩余 w(x) 为 一 次 数 二 r 的 多 项 式 : 
Cto) pieimlei = agisiëntsi + ulr), 
将 (10) 代 六 (9) 得 
pO) Tg) rd lge) tr ) Bar) = pa) mod ac), 
将 花 丘 号 中 所 有 能 破 赤 整除 的 系数 都 玖 成 0, 就 得 到 
(11) sis ig zi + nlx jr) = plx) Cmod x). 
APC) ACG EFI AERA RAR), ER, ule) 的 次 
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Zk 三 +, 因此 ,由 (外 可 知 gonlx) 和 eer) 有 相交 的 次 数 和 首 项 有 
数 ， 现 在 只 要 证 朋 v(x) 的 次 数 S an 一 7 就行 了 ， 假如 不 是 这 样 
HR, CD 的 第 一 项 中 将 会 出 现 一 个 次 数 > n 的 最 高 次 项 , 而 其 
全 各 项 的 次 数 都 不 大 于 wx， AIk, 根据 (11), 这 个 最 高 次 项 的 条 
数 般 性 不 整除 ,从 而 v(x) EBARA t E. 男 一 方面 ,由 
于 v(x) HRR HERE < 整除 的 均 已 去 掉 ， 故 知 slr) 的 次 数 
Snr, 

在 球面 我 们 已 多 达到 ,由 同 余 式 (8 即 有 
(12) Zei = malehna) Cmod rt), 

出 (6) 可 以 看 出 ,名 项 式 malo 一 pts) DÉIERE TT Së 
除 . 因此 , 当 vy 一 co 时, 这些 对 数 的 极限 是 零 ， 根 据 Cauchy (rk 
HERP fn, 3 u — o 时 g(x) 玻 雍 于 一 个 多 项 式 

giazcizs Si Leen 
同样 , 当 一 co 时 , Ae) iT SIE Atten 最 后 ,在 (3] 
PRERE 
fE) 一 gew), 
而 由 (4) 和 (5) 取 极 限 可 得 
Sisi = gr) Good ni, 
AK) = Beta) ` (mod pi. 
一 个 简单 的 推论 : 
TI 
Fix) = a F amr t eoe H qx” 

F K PEETRE PR 

mine Cag), mwka), "rs Stëll = minw Ca, men). 

为 了 证 朋 这 一 点 ,我 们 假定 Te) 是 本 原 的 ， 这 时 mineke, 
ee, wla) ETR, 假如 wlad F wlan WATE, RARE 
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有 一 个 *, Hee e ae EIG wlan sc 0, M o Srl, 让 
F, wla > 0， 近 样 一 来 , 便 有 
Pei = (a t m t tax) 1 (modp) 
DOr 

因此 , 根据 Hensel 引 理 , f(x) 可 分 解 一 个 7 次 因子 和 一 个 #4 一 7 
KAF, 

习题 ， 1. 加 各 一 个 多项式 f(x) 一 ia 十 anar keet en AK 
Sea, Dën TARDER Zei 在 完备 域 2K 中 也 是 不 可 笠 的 ， 

2. MAIE Fei = at p agat] 十 -十 gg HRS RS e aen RE 
属于 p, HEH a PRERA p PATR H Aa) Sr Sp (Eisenstein 
TREPERE 

3. RUAA HATA 

x 

在 3-adic 数 域 中 和 的 因子 分 解 问 题 | 利用 习 蚜 1, Hensel 纪 | 理 和 习题 2]. 

最 后 这 个 定理 的 一 个 最 重要 的 应 有 用， 就 是 证 寻 完 备 指 数 肛 休 
纪 可 已 开拓 到 代数 扩 域 上 云 . 

SukapéR EE, A 大 区 的 一 个 代数 扩 


Ki 


ZEN. 
gra L Bee Apii, mm 
Er 十 apat" "tes + ons 0 
是 音 所 满足 的 系数 属于 下 EAA, RDE 


WE) 一 二 etc an 


E A pi-—rRreC rëm K 上 显然 和 e 一致) "D'"TaiAh 
ÉI re E F 0 at DR St 
WE = REI + W On) 
WE +y) zz mal WCE, WOD), 
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我 们 考虑 子 域 A = KE, oi, KATREK RAAR z, 
们 在 这 个 子 域 中 作 二 的 范 数 。 和 祖 据 $44, 有 


NIE) = (— Ds, r=, 


wN CEY) = sc Lei) == re ad. 
WE) = > wla) = wN ED. 
由 于 入 ($7) = ANEN G), KACEY UH 


WE = WE + Wa). 
AEH rekt dëi T ai z= min W (£), Wg) 时 ,由 于 
WE+D wy) =+ wai) 
\ 了 
和 
minl W CEJ, WOO = W + min Eat o), 


我 们 可 以 仪 限 于 3 = 1 DER, 
aA, Er 1 所 满足 的 不 林 物 方程 是 


(EL Un A dE EE ET "十 
+ (= Dam + (~ 1)") = 0, 
A VU APERI E WI E BE 


厂 { 十 1) = Z. wha — a + nr Ä 


我 


e 加 min st oul, pel, t "a pt gei, wY) 一 


一 工 mintw oni, spill minCH CE), 0). 


n 


由 指数 晤 和信 wla), WCE) ARNAR 
PCa) = e, DE) 一 emm 
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mamy ` erg y a 


时 ,扩张 4 的 赋值 由 肥 式 
DE = VP) 
TEH AX K RAA AIRE z bh, HAAA 
BE) -y PNE) 


确定 ， 
我 们 指出 ， 尘 全 园 样 的 公式 在 阿 基 米 德 虐 值 的 情形 也 成 立 ， 
唯一 的 非 不 是 道 的 情况 就 是 了 为 实数 域 而 4 为 复数 域 的 情形 . 
K MIRE 
pE) = jj” 
TAER DAJ IE IX, A KORTE 
e) = |l”, 
Ami, al E S a t A 
ll = ei F E l VNCE) = V INE, 
故 
PCE) 一 16 = Wf pN CE). 

APRA, AREER RE E R E AE 
TORRE E SIE. 并 将 KA R E ERTE 
KRR, oe AE ek R Re, Hp hR EERE 
pla) = |l”, 

Sigk, EB A/K 的 
一 个 基 , AS K de PF enn nm OE AKN 
值 , GK tem, 屠 林 4 中 的 一个 叙 列 

Cs = Pm H t H aua V= l, 2, 3, e 
e ET EE ET 
kat, 

EPRA P Æ Kb lte ën, KAAN OKRE 


WEEK UE 


(EEN 


完备 的 . 
Ge H, us Lait pair Su Gi We AA AREA T: AN 
BRA eo 具有 形式 
Co = aj His l 
MELE (e) E TEERAA, AA feat] e AREEN 
SU. RARR LRD EAA AEA 
er = $ de 


i=l 


ASi AE e SCHH FERREL HEADE J — AE A] 
Cy = > 人 ee 
DEn 


MIRRA LA 收 敏 , 则 {es 一 a 加 wn} Be äi, PRS 
E. SI Le, i am, E BIER (29) Fii, MK 
EE EE EE 
plat 一 agt) > s, 其 中 8 为 一 固定 正 数 ， 令 列 


d = Cr Cptze — De 一 A tr A 
”一 agt SI al — aëiind “m 
m-l 
= Eine: 十 tim 
i=l 


{DARS AXE, 由 于 fc Räck, ARA 
向 等 ， 我 们 有 


m-i 
dy 一 tip E > DY, 
“l 


WRA H AERE, A Ln 收 项 于 极限 5;, HEA 
m-i 
一 Hm 一 KA réie 
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然而 这 是 与 a, an 为 A/K 的 基 这 一 事实 相 韦 背 的 

用 完全 辐 样 的 办 法 可 以 证 明 , RA {e} SPAA, 当 上 县 仅 当 
WA Lt? = 1, ai KERF, 

在 这 样 一 点 注意 的 基础 之 上 可 以 证 明 下 面 的 唯一 性 定理 : 

完备 域 KERE P 到 代数 扩张 4 上 的 开拓 本 是 瞧 一 地 确定 
的 , 且 有 

OE) — V epN), 

其 中 的 范 数 NN(§) EER KE) 中 作出 的 ,而 4 Æ KE) 对 下 的 
ZS, 

eu RERE DEENTRAR E 及 与 之 相应 的 域 KK(&) 
就 行 了 ,所 考 嘎 的 范 数 畦 是 指 的 在 这 个 域 中 作出 的 范 数 ， a 
个 域 中 一 个 八 列 le, SIE Ce dee A FEI, ME, 根据 上 面 所 
述 ， 当 我 们 将 co 通过 KCE) ab wu ae SEH DDR, 
表示 式 中 的 系数 P DUR RE, o 的 范 数 是 这 些 系数 的 齐 次 多 
项 式 ， 因 此 这 些 范 数 也 趋向 需 。 BERRIE < pN) S 
OCE > PNE). RASES 


和 


ERRE FRANG 一 1 和 和 划 (9 1 因此 [mm 一 0。、 从 
而 im NEO 一 0。 MRE NGO = NG) = 1 这 一 事实 扯 
违背 的 . 

SR. o Sp kmupiHië/itgkIë 4 和 A 立秋 的 一 个 后 
构 , 如 果 它 司 得 其 的 元 崇 不 动 的 话 , 必 将 4 的 戌 值 变 为 A RE, 

5. AARRE- CEE e, TERR LA we) 一 lle lä. "8 
个 赋值 就 是 Pla) 二 Jele, 


WEEK 


$ 78， 人 代数 扩 域 的 眶 全 :一 般 悄 形 


改 玉 是 一 个 任 音 的 赋值 域 ，4 是 下 的 一 个 代数 扩 域 。 我 们 
E. TRAA E -DIAA AS K Hir ERIRE PII i A RI 
一 个 由 值 . 

ATARAR, 28 DRTZSESskb R A = KO) 
RIRE JFR O i KK[x] PERR AEEA F (r) 的 零点 ， 

REAR K j kA A R A, AAR AER $75 中 
的 点 法 作出 ， BREEZER Fi) EALES tr AHE 
EECH 

所 诊 域 4 到 域 卫 之 内 的 一 个 获 大 , 指 的 就 是 一 个 同 构 sc, "ER 
A= Kairo rk), mme K HERTS. 
Si oo e FG) AAR I, 并且 5 完全 由 3 稍 定 、， 我 
PRE: 

ABIE ERRE Ae IRE EEE, A 作为 
Zënn ee HARARE. TER o) 将 A ARRIETA 
A DObëmg, MAR RAAE 4 BARE E K 的 赋值 中 的 一 个 开 
Hi. 

HMHE E - 

4 的 每 一 个 赋值, 如 果 它 是 K 的 赋值 P RRR ,都 可 通 
这 上 述 方式 由 4 到 号 之 内 的 媒人 得 出 ， 

SD. ”我们 作出 4 的 完备 扩张 。 这 个 完 甸 扩张 包含 着 下 
DLC ok. HEESE 9, ATEA OG) BAH, 
QO 可 以 扩张 成 多 项 式 下 的 一 个 和 和 卫 国 移 的 分 裂 域 ， 这 一 同 构 
将 a (3) RAS KATR DIS), WER O PERT, Dr 
将 8t3) KWES e O ON 中 的 唯一 可 能 的 赋值 。 
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对 上 面 的 证 朋 来 裔 ,单纯 扩 域 的 限制 是 先 圣 无 闫 紧要 的 。 如 
果 不 是 壮 谨 一 个 代数 最 8, 玫 是 有 限 才 个 代数 量 i ee H 
这 些 代数 量 分 别 是 Ke] 中 的 多 项 式 e, e Eu DE, MRR 
PITRE g… gi 的 分 烈 战 作为 了， 然后 和 上 面 一 样 地 进行 推 
W. ME A E K 的 一 个 泥 限 代数 扩 域 , 则 可 取 上 8 的 代数 土 阴 扩 域 
作为 E, 证明 仍 J 提 和 .上 面 一 样 ， 

现在 许 我 们 仍旧 返回 来 考虑 单纯 扩张 的 情形 ,并 在 0[x] 中 
将 定义 多 项 式 P(x) MARRAIRE 

Fir) = PusibPdsi::- P/si 

KO) 的 每 个 同 构 5 将 3 映 成 某 一 和 多项式 Fola) 的 一 个 老 点 ， 
相应 于 每 个 Pei Err OC. Ra Spe BUS 
EE EE EE 
多 项 式 的 所 有 需 点 都 是 相互 共 起 的 . 

如 果 一 个 同 构 o 将 元 过 9 pit o, 而 使 得 KK 中 的 元 素 不 动 。 
那 末 它 就 将 每 个 多 项 式 g(9) Ha gf(9.) , 故 e 由 8 所 完 竺 决定 ， 因 
IE, A = K(9) 到 之 内 的 一 切 可 也 的 嵌入 由 对 应 

Dä, =l, e ai 
决定 ， 这 样 一 来 ,4 的 赋值 也 就 随 之 决定 : 机 想得到 任意 某 个 元 素 
7 一 g(9) KE AE ERS EE 
Je = g0), 
EE E e 
O Oa) = VPN), 
其 中 m 是 多 项 式 F, Aka, "ZER N) METER 9(3,) 中 作 
(on. DO 
EE 
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$ 79. 代数 数 域 的 赋值 


前 一 节 中 的 一 般 理 论 在 代数 数 域 的 例子 上 得 到 了 非常 出 色 的 
RA, 

设 4 一 了 (9) 是 一 个 代数 数 域 。 即将 一 个 本 原 元 素 9 添加 于 
有 有理数 域 了 而 得 到 的 一 个 有 限 扩 域 , HER FOD 是 以 8 HRAL 
规范 化 的 不 可 物 多 项 式 . 

如 盯 将 等 价 的 虐 值 看 作 相同 ， 则 基 域 有 一 个 唯一 的 阿 臣 米 
In giel 一 |a|, 此 外 ,对 每 个 岩 数 有 一 个 非 阿 基 米 德 虐 值 ， 
EU p-adic DI. 

一 Ppla) = pP”, 
其 中 "是 有 理 数 a 的 因子 分 解 中 站 的 指数 ， 

和 阿 苦 米 德 贼 值 怕 当 的 完备 扩张 就 是 实数 域 P， 青 添加 一 个 

€, 这 个 域 就 成 为 代数 封 天 节 ] ,和 多 前 式 Flx) 分 解 成 一 次 因子 : 
F(x) = (x ~— D(x CO— Dee AA 

为 了 得 出 实 的 分 解 ， 我 们 将 两 个 相互 共 四 的 和 揽 因 子 合 痒 成 一 
个 实 的 二 次 式 : 

{x — a — iis a + bi) = (e — aY + ES, 

设 是 实 根 的 个 数 ,r; EHARA B A, A F O 分 解 成 
n+ rn PERTRA, 

相应 于 每 个 这 样 的 因子 有 4 的 一 个 赋值 ， 只 要 用 一 个 将 9 映 
成 实 或 复 根 3 的 问 构 将 4 嵌入 到 实 或 复数 域 由 去 , 就 可 得 出 这 个 
丰 应 的 典 香 来 ， 但 在 两 个 共 慑 的 复 根 中 每 次 只 要 取 其 中 一 个 就 行 
T. 这 个 同 构 将 8 的 每 个 画 数 

7 = gl) 一 co 十 ec 十 :十 =" 一 
上 映 成 3, 的 相应 的 画 数 
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a, = p) 一 cn 十 ci Fass E ai `. 
PA, FEO PI PTEE RE RAIE E 
pP = | 六 | 
Ren, 7 DU eh E ra Th RS eet CH KSE EE 


AARI n + n an CECR RERA h LE Ee e AE el 
3w. SZ B. L. van der Waerden, Abh. Marh. Senn Hamburg, C1928). 


259. 

p-adic ERIRE AER EHET. ARLT T HIRIE pp 
的 完备 域 朗 p-adic 数 域 9。 我 们 在 Qr 中 将 F(x) 分 解 成 不 可 狗 
因子 : - 
(1) F(x) = F(x) Fala) E. 

对 每 个 址 可 和 鸥 过 项 式 Fo RPE ER — DEAA 9, 添加 到 0, 
E, 振作 出 相应 的 同 构 将 7 二 g(9) Ba ot te, éi 
由 这 一 同 构 朗 得 出 赋值 
(2) PAD 一 Bo) = VPN). 

HEREZ N, G) 就 是 加 的 全 部 共 屯 元 素 的 乘积 ， 只 要 在 
a, = g(9,) 中 将 9, ERARE AR F Ce) 的 全 部 根 , 就 可 以 得 出 
SEIN Re RE P,(x) 的 根 是 Sas D EI 
(3) NO) = gC) gad 
是 各 Das D DEIER A, RITTE h F, KRSH, 这 
PE, DL Tä O), RIET AIBA (2) 找 出 所 有 的 
RIE ptx) 来 。 

DREES EREDI D Gei 在 p-adic 数 域 80 中 
的 因子 分 解 呢 ? 

这 里 一 个 重要 的 辅助 工具 就 是 Hensel 引 理 (8 77): 如果 FC) 


WEEK 


eh ue a art 


模 8 可 以 秀 解 成 两 个 互 素 的 因子 Cle) Hl), WE F(x) 在 完 
备 域 9; 中 也 可 以 分 解 成 项 个 因子 Gle) o He, beten 的 次 
数 等 二 Gen R P AIRS Hensel 引 理 的 走 听 同时 还 给 了 我 们 一 
工具 ,通过 “车次 通 近 ”( 第 一 步 模 p, 第 一 步 模 姑 等 等 ) 的 办 法 水 计 
算 央 子 mn. 
AA E AÈ F Cr) Sp rm At, BU F Cr) 在 p-adic ZK Q, 
ABERTAS ($77, JLD., 
最 困难 的 情形 就 是 在 FCx) 的 模 P 因子 分 解 中 出 更 重 因子 ,在 
这 一 情形 下 Bisenstein DOT H Au EU Ce 77, 习题 力 往往 很 有 震动 
B. 试 定 出 二 次 域 人 一 T(W 5 ) RRRA. 
以 9 一 V5 为 零点 的 定义 多 项 起 是 
F(X) 一 妇 一 了 
在 实数 域 中 F(x) 分解 成 两 个 实 的 一 次 因子 
Flx) = (rx— V3) +t V5). 
因 上 下, 当 我 们 把 9 映 成 一 V5 或 V5 时 , 可 能 得 到 两 种 不 局 
KA, BE 


J= a t b9 
Cp, HHR ASARIE sg 
(4) Pal = [a + Av?! e 
和 
(5) P) = |a — y5]. 


EERTE AA RRR RET. ERRIRE 
DS p-adic 赋值 . 

F(#) 的 刊 别 式 等 于 20。 我 条 下 把 能 整除 利 别 式 的 吓 个 素数 
2 和 5 R$, 

对 所 有 其 余 的 染 数 来 褒 ，F (x) 模 上 无 重 因子 。 因此 只 可 能 
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HREP A ët Fe) R ptn äi. 5 F(x) 模 分 解 成 两 
个 一 次 因子 。， 如果 一 个 因子 是 * e, BO DT xte, AK 
si 一 5 的 两 个 零点 之 和 必 等 于 堪 。 因 此 ,在 第 二 种 情形 下 我 从 有 
dE ai — 5 = (x — e)ls +c) (modp), 
5 =c? (mod p), 

ZER TEER e EFAA elei rg RAUR, 
5 是 一 个 模 了 二 次 剩余 

上 友之, 如果 T = SC), ARES (5) 成 立 ， 因 此 ， 如 时 5 不 是 
Rp äi, HI serie: 如 果 5 是 二 妈 剩 余 , 则 
* 一 5 模 上 分 解 成 两 个 一 次 因子 ， 


从 和 等 数论 中 的 二 次 互 大 律 可 知 , 对 所 有 素数 p 三 士 1 (5) 米 襄 5 是 二 
KPA MRA TEE 十 2 (5) kib S 不 是 二 次 剩余 。 

在 第 一 种 情形 下 F(x) 也 是 p-adic 不 可 和 煌 的 ， 在 第 二 种 情形 
下 ;根据 Hensel H, FC) 在 2r 中 可 分 解 成 两 个 一 次 因子 

根据 前 面 所 可, 在 第 一 种 博 形 下 相应 于 素数 乡 只 交 一 个 赋值 

Lal 一 a PNG). 
再 一 次 命 
J =a LA at ba. 
EIER 
NGD) = (a + by Site by 5) = ai SEI 

D. breet Re gei BO CG en 
(7) PO) = V Pela? — 58°) 
Ier 3 和 7 STAR, 

Dip =11 为 模 时 ,5 是 一 个 二 次 剩余 ,因为 我 们 有 

=5 Cmod 11), 
对 于 这 样 的 索 数 ,根据 Hensel 引 理 ,我 们 有 p-adic 分 解 
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EA soë Le y) t y). 

p-adic žr Y PJ AA ron, AER e 

SEKR 

As A RA Sai vi ke, 252 ERAT ARNT 
解 < 和 一 c。 这 样 ， 我 们 就 得 到 点 p， si, 为 机 的 两 个 同 余 类 
叙 烈 ,在 每 个 叙 列 中 每 个 同 余 类 包含 在 前 一 个 同 余 类 之 内 .。 其 中 
一 个 氢 烈 识 定 y: PARARE 一 y， 

Za ai, Dn IT Sie äs 

c es $ (mod 112. 


我 们 命 
c = 4 -+ İlr 
ci = 16 + 88x (mod 11°) 
l6 + 88y = 5 {mod 117) 
gës = — 11 (mod 117) 
St = — 1 {mod 11) 
r=4 


c = AL lix = 48, 
最 后 ,为 了 得 到 了 的 p-adic WE. pp 的 两 个 开拓 , 只 要 将 代数 
数 域 的 生成 元 一 次 映射 成 y, 一 次 映射 成 一 BI. Ate 


y = a + bł, 
上 则 所 要 求 的 两 个 虐 信 就 是 
(9) Pala) = Pila + BY), 
(Loi Pral np) = Pla — by). 


BT Qp 的 p-adic BÉIS pe 是 已 知 的 ， 故 Pp 和 Pm 也 就 随 之 完全 
(ek? 
还 可 以 指出 : 在 具体 的 情况 下 ， ZE Er DAKA Ps P, ” * DÉI 
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ERSTA ARRE, ARRS e a a AEN E 
— iti, BRL, AERE platby) 时 ,起 决定 作用 的 是 p-adic 
žr a + by WE r oukEIR Sg: 举例 来 诉 ， 如 果 镭 过 三 步 
之 后 可 以 断定 宅 能 被 p kk, m ATER p 整除 ,出 
Ppla + by) = E, 

ATARA mt. EARE AREA S 2 20e 5, 

根据 Eisenstein HESI, F(x) 一世 一 5 在 ;中 是 不 可 和 的 , 因 
为 在 这 个 多项式 中 , 除 头 一 个 系数 之 外 , 所 有 柔 数 者 甬 被 5 整除 ， 
mM eRe RATIER 时 整除 。 因 此 (7) 对 p 王 5 也 成 立 , 

在 Q, H Eisenstein 准则 不 于 活 用 ，。 可 是 如 果 我 从 全 x* 二 
2y + 1, HË 

Ai 5 [= {2y + 1t 5 [= Ai tyly, 

而 史 十 ?一 三 模 2 不 可 条， 因此 巡 一 5 是 2-adic 不 可 鸥 的 (7 
对 了 一 2 也 成 立 ， 

SIS. 1. 条 项 忒 中 十 1 在 实数 域 和 域 吕 ;中 都 不 本 移 。 以 某 一 奇 崇 
Zä pia TAAA R e = 防 十 1 或 Pp 二 akal 而 定 ,[ 同 余 类 
域 GFLP) 的 汪 法 其 是 一 个 fp 11 bräNS CERERA R tri, I 
Lp 一 1) 能 天 被 4 RETIE. | 

2. 试 确 定 Cep 数字 十 下 所 碾 的 域 的 至 部 陆 值 ， 一 共有 和 允 消 小 阿 基 米 
德 赋值 ? 对 怎样 的 o 月 琴 个 南 什 ;对 怎样 的 只 有 一 个 隋 逢 ? 


d nde KT E PA R EES IER CG, 
ZS rout elen EIS Le, 


$80. DDR aCe) 的 赋值 


HS ra RRRA ARMARE e 而 得 有 理 
图 数 域 A(x)， 我 们 要 找 出 有 理 图 数 域 Ar) 的 那样 一 些 虐 值 ,在 
这 些 赋 值 中 心中 所 有 非 零 请 数 具 有 和 值 TL. 
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Gr, 在 这 样 的 峰值 中 所 有 和 1 二 1 十 '… 十! 有 伪 1。 D 
JE, APPR E E JERS RRE, ARIE E RAE BETA 


p =e, 
则 对 所 有 常数 4 有 ela) = 0. 
可 能 出 现 两 种 不同 的 情况 : 


1. HM ASAA jC), wl) 守 0; 

2. 存在 一 个 多 项 式 fa) ,使 得 wtf) < 0. 

可 能 对 所 有 过 项 式 了 都 有 eG) 一 0。 在 这 一 情形 下 所 有 的 
商 Le 昌都 有 值 0, 所 考虑 的 屿 得 是 不 足 道 的 ， 

”除法 这 一 情况 人 外， 在 第 一 种 情形 下 存在 一 个 多 项 式 f， 使 得 
wG >> 0。 MEK f ARRAT, gies bere brtsaig 
SEI? 

Zär Ser ten, WAEI v 一 w(p)， 则 每 个 不 能 窒 
P(x) 整除 的 多 项 式 的 值 都 为 堆 ， EEE, 设 g(x) RRE 
P(x) 整除 的 要 项 式 ;, 而 其 值 > 0, 那 求 由 于 和 4 宇 案 , 压 有 

1 一 Ap + Bq, 
其 中 4 和 昌都 是 多 项 式 ， 申 此 郎 可 得 
af Ap = wA) + wlp) > D, 
su Bai = wi + wlq) > 0, 
Eft E ENT G e H 
wil) = wlAp + BO > 10, 
而 这 是 不 可 能 的 ， 
B F(x) 是 一 个 任意 的 多 项 式 , 妊 命 
f(x) = ptx)™g(r), 
其 中 gtxw) 不 再 能 丢 ei) 整除 , 则 fs) 的 值 立 部 可 以 得 出 ; 
wf) = mw(p) + wla) 一 mv, 
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对 于 多 项 式 的 商 象 通常 一 样 有 
da = elj) 一 sel ei, 

mn, (ër REN TR 
bas ple) 所 定义 的 p—adic CA KPR Ir EI Re DEI p-adic 
GW EE EMMER . 

AENEA EEE A ARE H 
了 一 次 式 

pa) S= ra 

之 外 不 再 有 其 他 的 夫 多 项 式 . 

相应 于 A 中 的 每 个 a 恰 有 一 个 素 多 价 式 p 一 x a, 因而 也 
恰 有 一 个 p-adic 赋值 。 当 我 们 把 a 而 作 是 一 个 复 平 面 上 的 一 个 点 
时 ,这 个 赋值 称 为 属于 点 o 的 赋值 。 如果 一 个 多 项 式 恰 征 (x 一 am 
整除 , 或 者 膏 , 这 个 多 项 式 以 < 为 卸 的 一 的 亚 阶 零点 , 那 末 在 这 个 
用 值 下 多 项 式 的 适 是 wm， 如 果 一 个 有 理 丽 数 9 一 f/g 的 分 子 能 币 
《xz 一 a)” SE. MAARE x — a WER, ERA E m. 如 果 情 
JATAHE, E P Aa REKA “m 阶 极点 ”, 而 P 的 值 
wp) 是 一 m, 

这 样 , 第 一 种 情形 就 完全 解 块 了 。 现 在 我 们 要 征明 ,在 第 一 种 
EC EE E 

EE 

rie TT BKA 08 e RA, 

SR Bpo) 是 使 得 wlp) < 0 的 一 个 次 数 最 低 的 多 项 
式 、 p(x) 的 欢 数 不 可 能 为 零 , 因为 根据 我 们 的 假设 , 所 有 常数 者 
ARF, GAM, pa) 的 灰 数 也 不 可 能 大 于 1， 事 实 上 ,如 果 

Sisi rei Tar lt a pl onst 0, 


(EIER 


HEAS x EES D'DP, DI EI wtx) np, A 
"AE aox* 也 具有 一 个 E 0 的 们 ， AA M A A ax 十 
' 村 a, 的 水 数 也 低 于 ptx) BRKE, IRBE 0 DEI GG 
一 来 ;和 
pD = ax + Cag H e H aa 
的 值 出 — o, m E A, 
EE, EE 
fiel ee, 
现 设 
glx) =x — b = [xy — ce) + le — h) 
Mit Ek, BUT wx e) a wle — b), WARRT 
wla) = min wie 一 ec) wle — Ai) = wp), 
RER, 所 有 的 一 次 多项式 都 其 有 同一 负 值 wtp) = wla) 
我 们 总 可 以 由 所 考虑 的 贼人 值 过 渡 到 一 个 等 价 的 赋值 ， 使 得 
v=], 这 时 所 有 一 次 多 项 式 部 有 体 一 1. 
këng apen — k, 苹 上 一 个 常数 因子 之 后 也 不 会 改 
变 宅 锌 的 值 ,因此 
wax) = — k, 
最 后 , 每 个 多 项 式 了 者 是 一 坚 形 为 axt 的 项 的 和 ， IRAT 
所 作 过 的 注 记 ， 了 的 值 w) 应 等 于 各 个 项 之 值 的 最 小 者 ， 如 上 
BIKE n, BU 
wG) = — n, 
AEREE J 23 9. 
RFE, A HARS AL) 在 无 限 多 个 p-adic IEZA EE 
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个 搂 次 数 的 赋值 , 恰好 和 象 有 理 数 域 除 无 限 多 个 padie 赋值 之 外 还 
和 有 -个 苞 对 值 赋值 一 样 . 可 是 这 种 类 似 并 非 完 侈 的 ,因为 按 浆 数 
的 赋值 是 非 阿 基 米 德 跨 值 ,而 稳 对 值 虐 值 币 是 阿 菇 米 德 虐 值 . 

在 有 理 数 玻 的 情形 , — ARR E BCE EH CDR Er p-adic IA 
值 之 阳 存 在 着 重大 的 差别 。 在 有 理 画 数 域 的 情形 , 控 次 数 的 赋值 
和 p-adic 虐 值 却 是 属于 同一 性 盾 的 ， 襄 得 更 确切 些 :通过 一 个 非 
党 简单 的 霹 同 构 何 把 控 次 数 的 赋值 转变 为 任 喜 p-adic 赋值 ， 事 实 
EEF 563), 4er 


(1) 一 一 


六 c 
RIRA mF e MTS RIR 
pl — Ji er 


ga) art: 

KOLTE CLI FERD FAREL O 一 <) 和 mt 之 后 ,就 成 为 ?的 
两 个 多 项 式 的 商 , 共 分 子 可 被 (y 一 < 六 整除 , ARTE Oy 一 <) 
IR, EE Par e AER, 商 po) 的 值 是 ”一 mw， 这 样 , 同 构 
(DD) 就 把 域 Ale) 的 搂 次 数 的 虐 值 转变 成 为 同 构 域 A OG) 的 属于 点 
e 的 赋值 , 

BO 可 以 看 出 ;和 点 y 一 “相对 应 的 是 "点 = o, D 
此 我 们 属 , 搂 次 数 的 赋值 是 画 数 域 A(*) 的 属于 点 oo pp, 复 
至 面 泪 基 一 个 点 名 之 后 部 成 力 球 而 ， 而 在 球面 上 所 有 的 点 都 是 同 
等 的 。 分 式 和 线性 变换 

= 2 tė 


(2) cst d 
将 球面 上 的 每 个 点 变 夏 每 个 另外 的 点 。 {1) EARE (2) 的 一 个 特 
PI, 

现在 我 们 更 :相应 于 域 的 不 同 的 “位 , AEE EEE 
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域 来 ， 吨 些 时 候 ($ 75) 我 们 已 称 淹 到 ,和 pp 二 x 一 c 相应 的 完备 
H, EITA IEAA E ` 

DEE E Kent H e atakae Hak Ieee 
Prob, Sanne Ce bo Ti RAA AE 
TE, PIRRE p-adic 照 秆 的 意义 下 是 收 仇 的 ， 当 “ 为 复数 时 SS 
数 在 男 数 论 的 意义 下 不 一 定 收 训 ;收藏 牛 祭 完 件 可 能 等 于 震 . 

20 e 是 上 面 所 汪 册 的 莫 级 数 中 第 一 个 不 为 零 的 柔 数 ， 剧 
这 个 天 级 数 的 和 值 wm) 等 了 一, 

与 此 完全 类 位 , 和 点 x 一 ce 相应 的 完备 域 即 1 o Dr SR 
数 

B = ban” + -oo + ba + hrt bH e 

所 七 的 域 . 


SSL ACE ERRARE 


一 个 变量 * RAER, JAA AR Alr) 的 一 个 

ARP "Reg. 281" WS eran: 
A= Alr, 2), 

ER, RARE A ERAH PE, 

RPTE DI A TAT ARRIE, ERR tr A aA 
数 全 都 具有 什 pa) = 1, 因而 具有 指数 wla) = o, 

为 了 这 个 目的 , 我 们 从 域 At#) 的 一 个 具有 同样 性 盾 的 企 意 
虐 值 出 发 ， 根据 § 80， 这 样 一 个 购 值 必 属 于 某 一 点 * 二 < 或 
vz OO, 内 要 我 们 了 到 x 一 c 或 #7! 为 新 变量 , 总 可 以 假定 这 个 昭 
值 是 属于 点 x 二 0 的。 这 时 ,相应 的 完备 扩 域 如 就 基 * 的 所 有 秘 
级 数 所 成 的 域 。 指数 el), 或 者 象 我 们 在 下 交 中 所 襄 的 那样 , 需 
REI 一 cmx” 十 … :的 阶 ,等 于 第 一 个 个 为 霖 的 项 的 指数 ; 
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sl zi =m, 

H THARA A 0 THE, ERC 0 DE dën 
ZELT DIE St Fo {E Org NF 
C1} F(a) = File) Fæ) Fe), 
这 洋 , 因 子 FO) 就 是 = 的 多 项 式 , 而 其 系数 则 为 * ess "8 
在 我 们 将 每 个 这 样 的 因子 (x) 的 一 个 零点 3 添加 到 2 LE, SE 
按照 $77 中 的 方法 通过 

W) 一 az Joel ANtai? 

来 定义 OC) HRR, EP DP, ARA, 而 范 数 则 是 在 2(9,) 
中 作出 的 。 如 果 依 次 命 3 ba. Ge, 9,, WEIGH A KRE 
Fa, Wap oe’ Wa WH I 一 了 ,将 人 尾音 域 元 素 


7 一 有 CI) 
ZER 
nv 一 g( 9,), 
部 相 应 的 赋值 为 
(2) Hais Blaise eN G). 


CEET 只 是 更 简单 一 些 ,因为 分 
解 (1) 可 由 代数 西数 的 老 般 数 展开 的 古典 方法 得 田 。 级 数 展 开 的 
理 静 的 最 简单 的 形式 可 在 Ostrowski” 【对 特征 震 ) 和 Ancochea” 
《对 特征 p) 的 工作 中 找到 。 为 了 得 到 和 古典 画 数 蓝 的 联系 ,我 们 
先 考虑 复数 域 的 情形 ， 然 后 再 看 怎样 把 所 得 概念 和 定理 折 广 到 一 
般 情 形 . 

因此 ,我 们 识 入 为 复数 域 ， 我 们 先 假定 , 当 * 一 0 时 规范 化 多 
项 式 F(x) 所 有 的 系数 都 是 有 限 的 ,并 且 利 别 式 下 等 于 堆 。 因此 ， 


1)“ 规 范 化 ” 仍 是 指 首 项 示 数 流 1. 
2} Ostrowski, A. Matk, Za 27 C1933), 98—133. 
35 Ancochea, G. Aeta Sofgmanticensia, | (1946), 10. 
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在 点 x D 的 一 个 辕 邻 域 |x| 二 RB 内 这 个 多 项 式 怡 有 # 个 互 异 根 
全， Jai IX a REE r BEHRA, 因而 可 展 成 * AUER SH. 
(3) Jy 一 ag F anx 十 eat 十 

ERTER RSOP, RPR S GEBI BEREI 
看 作 一 个 复 变 量 。 如 果 我 们 和 象 直到 目前 为 止 有 所 作 的 那样 ,把 * 看 
TERET, HERRE 和 尘 全 形式 地 满足 方程 F(t3,) 一 0。 也 就 是 
衣 , 当 我 们 把 忆 代 到 方程 中 去 , 首 扎 守 的 者 展开 ,， 则 各 个 项 都 等 于 
SS Mem, 我 们 也 可 以 把 * 看 成 一 个 复 变 数 , 也 就 是 部 ,本 SA 
RE |* 二 HN Dante IC HIE EES 
下 收 侣 , 井 昌 作为 复数 来 看 满足 方程 Ft3,) 0. 

不 戎 我 们 乐 取 这 两 种 看 法 中 的 哪 一 种 ,PK 的 总 是 完全 分 解 成 
一 次 因子 
(4) Fla) = (s — aXe — 92) — Da). 

因此 ,在 (2) PEI m = 1, 范 数 出 不 出 现 , 属于 点 * 一 0 的 
n 个 赋值 篇 单 地 由 

Wel = wa) 
aH, 其 中 加 就 是 由 wy = gO RIERA o 一 8 PRERE 
级 数 ， 

上 述 靖 驶 岂可 以 表述 成 如 下 的 形式 : ER jx| =R ZEA 
ZZ 3 的 Riemann 面 的 # 个 不 分 支 的 叶 ， 在 每 个 时 上 画 数 
7 一 g(9) HRERS a, 一 以 8) 表示。 如果 这 一 客人 航 数 以 点 z 0 
为 它 的 一 个 o- 阶 霉 点 (这 里 极点 出 看 不 雾 点 , 只 不 过 写 的 阶 数 看 
WERI), HE 

Wa) 一 ep) = m, i 


RESEARCH 1939), 33 H. 
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当代 数 图 数 9 的 Riemann 面 以 x 一 0 浪 它 的 一 个 支点 时 , 情 
痪 要 稍 首 复 隶 些 。 RHE |z| 过 RR 足够 小, 使得 在 它 里 面 没有 其 它 
将 点 ， 那 未 由 上 面 的 询 证 可 知 ， 在 这 个 轩 内 的 每 个 点 x* 一 < 去 0 
EA Riemann 而 的 # 个 不 同 的 时 ，。 Setz, RPA o 个 解析 
Hä 3. ， Dua EFE v = e DISK RK Hip, zt Oe bé 
F(D,) = 0. 

当 我 们 从 点 x 二 < 出发， ee Lens 
x = 0 一 周 时 , zo... D Hab Bra ao, 3， 
"er, De SEL rk, BEIT e — 0 一周 时 ,3 28 ub Ze 
等 等 ,而 o: e HE AE DG, RDE A D> 1, 我 们 就 说，Riemann Mi 
ÉI A MFE — TE AEE A. 

D, De BIW RRNA E E e 一 0 的 一 个 邻 域 中 的 单 值 解 
桥 疼 数 .。 除 此 之 外 ,将 这 些 对 称 豆 数 开 上 一 个 适当 的 震 A 
可 使 得 它们 都 是 痛 界 的 ,这 可 以 很 容易 地 由 方程 F{9,) 一 0 看 出 . 
EE ,这些 对 称 画 数 或 者 在 图 |x| < 过 玉 内 是 正 基 的 ,或 者 以 x 一 0 
为 其 极点 ， 

这 样 一 来 , 积 
《5 ) File) = (gs — I) ole Di 
ME sp TEAR ERRET * 的 办 级 数 所 成 的 域 恕 ，。 这 个 
多 项 起 的 次 数 是 在. 

多 项 式 Fi(x) 在 8[x] 中 基 不 可 和 鹊 的 。 事实 上 , 如 果 宪 是 可 
分 解 的 , CH 0 时 ,七 的 根 的 一 部 分 将 会 独自 成 为 一 组 而 
第 此 排列 这 样 ,我 们 就 以 丙 数 询 的 方法 作 古 了 因子 分 解 (1) 中 
的 一 个 和 不 可 鹊 因 子 45)。 由 于 每 个 这 样 的 不 可 和 药 因 子 只 稻 决 定 一 
个 职 仿 ,故我 个 有 下 面 的 和 苦果: 

ICT O K9 Riemann 面 上 的 等 个 点 (不 章 其 为 过 点 
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ët DET, 因子 File) SAA n SET k. 
ERREP ARE, 9u -s 94 可 表 刻 “局 部 单 储 化 变 
g” 
f == Bi 
HARRE, ED HSC 3 MRE e Aën Ce, e Cie 就 
可 以 得 出 了 ,34 EEN eg E 
č 一 ks 
将 9 DI E A re AHC A y = gt9) pR GEIER An 
D - 
yi = gl) = Cca” 十 
P 一 EED) S Cn EO 十 -…*， 


ge = g) = Cal T + 
很 据 (2), TIR ULI BEI Wao 首先 必须 作出 范 数 N On) 
DIE IO AER Ce pap oun, ye 这 一 乘积 在 代 的: 一 入 之 下 是 
E SEO. DIR Hä ëch 一 * 的 霸 ， 这 样 我 们 就 得 到 
NOR) = patt ege = Centres Gert: 
H (in o. PERAR 
Wig) = Rm, 
A TARRAA, ATAMA EE 
D RATE 
WE) = RWG), 
这 时 所 得 和 车 果 特别 简单 , 印 有 
WD =m, 


用 廊 字 表达 由 来 就 是 改 : 为 了 求 得 一 个 夯 数 了 一 893) DREI 


STE E EE RE A a 


§ 82. H Riemann DI 


AE a FS, AMAA AR Are aw a a thE vV ro 
Riemann Mi, {EPFL AIREA EEN Riemann 面 的 一 个 
bie CS A USitiursozs der, 

SA, SIE A ap WEEK 


LR aù F 和 4 b 4 


p dp $ 81 立即 可 以 看 出 AER Dette, Der 
— AEREE W(x) 一 Wa EESTE, pf LS 
Wi 一 1。 这 时 所 有 的 Wa) 都 是 整数 。 

比较 好 的 一 种 作法 ,就 是 避免 把 Hai AAE” , DEEPA 
中 在 另 一 意义 下 使 用 这 一 和 名称。 因此 ,我 们 称 te) 为 画 数 ?在 
IS -上 的 阶 . 如 果 阶 是 正 的 , 且 等 于 m, 那 末 我 们 就 说 这 是 一 个 
mr An breng, DST 一 加 就 途 这 是 一 个 如 阶 极点 (或 
ARRAN 

一 个 具有 最 沾 正 阶 数 W(x) = 1 ARR e, 称 为 位 5 上 的 局 
部 单 值 化 元 素 . 在 一 般 情形 下 ,局 部 单 值 化 元 索 直 着 在 复数 域 的 
情形 下 AKAR e ATEREA, 我 们 马上 就 会 看 到 , 域 中 所 有 的 元 
SERAPH ARR r 的 震级 数 .。 对 十 代数 理论 来 裔 ,利用 x* 较 之 利用 
t 还 有 一 个 好 处 , 朗 严 是 域 4 本 身 之 内 的 一 个 元 束 ， 

Ze EE, ART e DÉI, o. 这 个 环 由 所 有 具有 
非 负 阶 数 的 元 素 租 成 ,还 有 一 个 赋值 理想 p， 由 所 有 具有 正 阶 数 的 
EE ST 


WËERSR 


p 中/ 斥 有 的 元 素 部 是 的 倍 记 。 事实 .上 ,台子 共有 正 的 阶 数 ， 

ARED wW 最 小 应 等 于 1, 因此 
Wyn ) = Wa) — Wla) >11 — 1 = 0, 

因而 ga BP o, DI 为 的 伴 元 . 

局 部 单 什 化 元 素 工 显然 不 会 是 一 个 消 数 ,因此 蕊 对 A ENT. 
是 代数 的 ， 由 于 域 4 的 赵 越 识 数 为 1, 故 严 一 个 元 柬 已 烃 构 成 一 
个 趣 越 基 , 也 就 是 如 , 忒 中 的 每 个 元 素 部 是 产 的 代数 酌 上 数 . 因此 ， 
对 o 中 的 任意 元 素 ”了 有 代数 方程 

gg) + ngi) 十 t mgs) = 0. 

A edai-—0, RENDENA ERR ARPI ARE 
gg) 去 0. BANAREA p ERT, IE] 
£1) gag) = On), 

Rb, AMEER o WEA p 的 代数 方程 (1), 其 系数 为 
常数 , 且 不 全 等 于 雾 ， 这 一 事实 也 可 以 表 汶 如 下 : of/p 中 的 每 个 元 

然而 A EREK HIR, 故 多 项 式 oui) 可 以 完全 分 解 为 一 
次 因子 ,并 且 这 些 因 子 中 必 有 一 个 是 三 0(p) En "Sek, y 同 
余 于 一 个 常数， AREEN T: ` 

ZE g 一 mo 是 8 中 的 一 个 元 素 , 因 而 是 7 的 一 个 俏 元 : 

7 = ao o, 
对 yi AIARA BH raa, KOE n Pa A 
os a t an t o E aaa TL gan. 
HARE 
ayt a t agt t e 

ERIE S TTR o 事实 上 ,由 于 
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CHE 
故 当 ”一 oO 时 , 余 项 
a Cag + ar +H ete + agan D = E 

ARRE, 

EE. o Dir 7 ABH ARR r DCS SR Er 
(2) 3 = ay F am toere 

如 果 3? 不 是 整 元 瑟 ,于 未 我 们 可 以 将 宅 生 上 一 个 因 EZ 
Dës, oi BIR sens aR DL. eo 的 一 个 项 级 
Sr 
(3) g = an + o t at amter, 

我 们 岂可 不 部 HS MRE Ep”, FRETS KHW p 所 唯 
一 确定 . : 
WME y = a(mod p), REIR: ?了 在 位 p 上 取 值 <。 如 果 ?不 
是 整 元 素 , 则 ?以 位? 为 它 的 一 个 极点 ; 这 时 我 们 发 : y 在 位 pb 上 
到 值 oo. 在 这 里 ,入 ”这 个 名 称 具 有 不 同 于 先前 的 意 浆 ;现在 的 所 
- 谓 值 不 是 实数 en, 它 唆 省 是 常数 域 公 中 的 一 个 元 素 , 或 者 是 符 喘 
co, 

这 样 定 广 的 值 an) RS roue, 

A. Ca + O gp) t ep), } 如 时 7(p) 和 Pp) 均 为 有 

B, aT = yp) * COPY, 限 . 

C. yp) 一 œ, 如 果 7 Ap) 一 0; 皮 面世 成 立 . 

Dedekind 和 Weber Zb pe "SS dru 中 将 “Riemann 
面 上 一 个 点 的 枉 念 定义 为 一 个 具有 性 质 A B C 的 映射 ,并 从 
这 一 定义 轴 发 导出 了 代数 泵 数 域 的 理 葵 ， 关 于 这 一 理 葵 的 一 个 比 


l) J. reine n. onge, Math., 92 (1882), 
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K TEUER STERE JUT EYE, TAARA Jahres- 
bericht der D. M. V. 52 (19420161 BHE RAR I MAURER 
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